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Capitulo 1

Introduccion.

Las transformaciones de multirresolucion son una de las herramientas mas
eficaces para la compresién de imagenes, de video, y de datos en general.
Proporcionan algoritmos rapidos y buenos resultados en comparaciéon con
otras aproximaciones clasicas como los métodos basados en la transformada
de Fourier.

En este proyecto se lleva a cabo el estudio de los algoritmos de Multirre-
solucion de Harten para el caso de discretizacién por valores puntuales en
1D. En particular se estudia su generalizacion al caso vectorial, donde a par-
te de disponer de los valores de la funcion se dispone también de los valores
puntuales de las primeras derivadas de la funcién.

La Multiresolucién de Harten fue desarrollada para permitir el uso de
reconstrucciones no lineales. En [5],[15] tenemos algunos ejemplos donde el
uso de reconstrucciones no lineales mejora los resultados de las transforma-
ciones wavelet standard, en el sentido de que no generan tantos coeficientes
de detalle altos.

El objetivo del enfoque propuesto por Harten es la construccion de es-
quemas de multirresolucién adaptados a cada proceso de discretizacion. El
paso fundamental en la construccion de un esquema de multirresolucion es
la definicién de un operador reconstruccion apropiado para la discretizacién
que se esta considerando.

Al utilizar técnicas de interpolacién independientes de los datos, es de-
cir, lineales, la capacidad de compresién del esquema de multirresolucién se
vera reducida. Por otra parte, al utilizar técnicas de interpolacion que de-
pendan de los datos, es decir, no lineales, la capacidad de compresiéon del
esquema de multirresoluciéon mejora ([6],[5], [11]).

La reduccién en las capacidades de compresion de los esquemas lineales
se debe en gran medida a que para conseguir mayor orden de aproximacion
en el operador de reconstruccién se requiere la utilizacién de mas puntos

15



16 CAPITULO 1. INTRODUCCION.

para su construccion, aumentando asi el soporte de la reconstruccion. Es-
to hace que los casos en que se cruza una discontinuidad aumenten, y por
tanto se empeore mucho la aproximacion. Para evitar este hecho, una po-
sibilidad es utilizar un soporte mas compacto, y justamente esta idea hace
que considerar como operador de reconstruccion la interpolacién de Hermite
pueda dar buenos resultados. Ahora bien, para utilizar la interpolaciéon de
Hermite necesitamos derivadas, y por esto nos vamos a centrar en el caso de
multirresolucion vectorial.

La multirresolucién vectorial en el entorno de Harten fue estudiada en
[14], [13], v es en estos trabajos donde nos hemos basado para la elaboracién
de este proyecto fin de carrera.

La memoria esta organizada como sigue. En la Seccién 2 se desarrollan los
contenidos acerca de la Multirresolucion de Harten en el entorno de valores
puntuales. También estudiamos los métodos de reconstruccion de Lagrange,
PPH y ENO. En la Seccién 3 introducimos la Multirresoluciéon Vectorial,
asi como la reconstruccion basada en interpolacién de Hermite. Consideramos
de manera mas detallada el caso especial de utilizar sélo la primera derivada.
En la Seccion 4 se detallan los cédigos programados en Matlab que han sido
desarrollados. En la Seccién 5 se elabora un tutorial de la Interfaz Grafica,
asi como un ejemplo acerca del uso de la misma. En la Seccion 6 se llevan
a cabo experimentos numéricos. Y por ultimo, en la Seccion 7 expondremos
las conclusiones obtenidas en este proyecto.



Capitulo 2

Multirresolucion de Harten.

El objetivo de la multirresolucién es obtener una reordenacion multies-
cala de la informacion contenida en un conjunto de datos discretos a una
cierta resolucion. Por ejemplo, esta informacién puede ser el resultado de
discretizar una funcién, denotada f, en un cierto espacio vectorial V*, en el
que k indica el nivel de resoluciéon. Un mayor valor de k indica una mayor
resolucion. Para realizar la transicién entre distintos niveles de resolucion
se utilizan dos operadores llamados decimacion y prediccion. El operador
decimacién proporciona informacién discreta a un nivel de resolucion k& — 1
a partir de la informacién contenida en el nivel k:

Dyt vE o vEL

y debe ser lineal y sobreyectivo.

El operador prediccién actiia en sentido opuesto, dando una aproximaciéon
a la informacién discreta en el nivel k a partir de la informacién contenida
en el nivel k — 1:

AT A

Ademas, al operador prediccién no se le exige que sea lineal.

Los datos discretos se obtienen a partir de la discretizacién de una fun-
cion f, para lo cual existen distintos operadores. Dependiendo del operador
discretizacién utilizado, la secuencia de datos f* que resulta es diferente. El
objetivo del enfoque propuesto por Harten es la construccion de esquemas de
multirresolucion adaptados a cada proceso de discretizacion. Esto se consigue
definiendo un operador reconstruccion apropiado. Estos operadores, discreti-
zacion y reconstruccion, son los elementos a partir de los cuales se construyen
los operadores decimacion y prediccion del esquema de multirresolucion.

17



18 CAPITULO 2. MULTIRRESOLUCION DE HARTEN.

Formalmente, sea F' un espacio de funciones:
Fc{flf:QcR™ — R}.

El operador discretizacion asigna a cada elemento de este espacio, f € F,
una secuencia f* de datos discretos perteneciente al espacio V*. De este modo
se define el operador discretizacion:

Dy:F— V"
que ha de ser lineal y sobreyectivo y que a cada f € F' le asocia:

fF =Dy (f).

La reconstruccién opera en sentido inverso, tomando una secuencia de
datos discretos para reconstruir, a partir de la informacién proporcionada
por dichos datos, la funcién de la que provienen:

R.,: V¥ > F

La principal novedad introducida por Harten consiste en que a este ope-
rador reconstruccion no se le exige que sea lineal.

Por motivos de consistencia, se requiere que los operadores discretizacion
y reconstruccion satisfagan la siguiente condicion:

DyRy.f* = f* vt e V*,

o expresado de otro modo:

DRy = Iy,

es decir, si tomamos la informacién reconstruida a partir de unos datos dis-
cretos con una cierta resolucién y la discretizamos a ese mismo nivel de
resolucién, la informaciéon discreta obtenida coincide con la original.

En la Figura 2.1 se muestran las relaciones existentes entre los operadores
discretizacion y reconstruccién, y los operadores decimaciéon y prediccion.
Segun estas relaciones, el operador decimacién se define del siguiente modo:

Dyt = Dy Ry.

Aunque aparentemente el operador decimacién depende de la eleccion
del operador reconstruccion, en realidad no es asi si (y sélo si) la sucesién de
operadores discretizacion { Dy} es anidada, es decir, si se tiene:

Dkf:O:>Dk,1f:0, VfEF



19

SR

v
Vk Vk:fl
N

F

Py
Figura 2.1: Definicion de operadores.

La propiedad de anidamiento significa que la informaciéon contenida en los
datos a un cierto nivel de resolucién k no sera nunca mayor que la informacion
contenida en un nivel de resolucion superior.

De forma similar, el operador prediccién se construye segun la expresion:

PF = DyRy_i.

A partir de estas definiciones se obtiene la siguiente relaciéon de consis-
tencia para los operadores decimacién y prediccion:

DE'PF | = Dy 1 RyDyRyy = D1 Ry1 = Iy,

Esta ultima relacién lo que significa es que cuando utilizamos estos ope-
radores no inventamos informacién, es decir, si decimamos la informacién
obtenida a partir de la prediccién realizada sobre una informacion con reso-
lucién dada por V*~1, obtenemos exactamente la misma informacién de par-
tida, sin introducir ningin elemento nuevo.

Consideremos ahora f*, la informacién discreta en el nivel de resolucién k.
Si aplicamos el operador decimacién sobre f*¥ obtenemos f*~!, es decir, la
informacion contenida en el nivel de resolucion k — 1:

fkfl — Dllz_lfk'



20 CAPITULO 2. MULTIRRESOLUCION DE HARTEN.

En este caso, podemos interpretar que PF | f*~! es una aproximacién a
f*, con un error:

¥ == (Iyx — P DFY) fF = Quff e V-

De esta forma podemos representar la informacién contenida en f* en la

forma ya descrita, y reciprocamente, conociendo f¥~! y e* se puede calcular
k : o Pk k=1 Jk _ fk
/% mediante la expresion P, f" " +e¥ = f".

El problema es que haciendo esto incluimos informacién redundante, ya
que, si suponemos que V* es un espacio de dimensién finita (como lo es ha-
bitualmente en la préctica), dim V¥ = N, tenemos por un lado f*, que

i la infi i6 dificad Ny el i k=1 ek
contiene la informacion codificada en N} elementos, mientras que | f*7 e
contiene la misma informacién codificada en N,_; + Nj elementos. Esta in-
formacion redundante puede ser eliminada, como consecuencia del siguiente
resultado:

Dy 'e* = Di7' (Iyr — P DY) 0" (2.1)
Di~tok — DE-LpE  DE-1yk (2.2)
= Di W — Dy tF =0, (2.3)

es decir, e¥ € N (D’,j_l) = {fk eV D’g_lfk = O}, cuya dimension es
dimN (Dy™') = dimV* — dimV*~1 = N, — Nj_.

Sea {,uf} el conjunto de elementos que generan el espacio N (D,’j_l).

Podemos expresar el error e* como:

" = Z ds k.

Si definimos un operador G}, que asocie a cada elemento e € N (D,’j’l)
su correspondiente conjunto de coeficientes {di‘C } , podemos establecer la
siguiente equivalencia:

FE= ()
mediante las relaciones:
fk—l — Dl];:—lfk:
d* = Gy, (I — PL,Di™ ) f*,
para obtener {fkfl, dk} a partir de f*, y:

P ff 7+ Bydt = £,
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en sentido inverso.

En este caso la equivalencia de informacion lo es también en cuanto a
nimero de elementos utilizados para codificar dicha informacién, ya que en
{f"“_l, dk} tenemos Ny_1+ (N, — Ni_1) = Ni elementos, los mismos que hay
en f*. Decimos entonces que los coeficientes {d¥} contienen la informacién
no redundante del error de prediccion, y seran llamados detalles.

Iterando este procedimiento en cada nivel de resolucion, se consigue la
descomposicion multiescala que se muestra en la Figura 2.2, y que permite
establecer la siguiente equivalencia:

fr={r0d",....d"},

fL fL 1 fL 2
dL dL—l

Figura 2.2: Descomposiciéon multiescala.

Por tanto, y para resumir, los algoritmos para las transformaciones direc-
ta e inversa de la multirresolucién son los siguientes:

(Directa)

Do k=1L,...,1
fr= M= {f0d,....d"}{ =D f* (2.4)
A = Ga(f* = P )

e

(Inversa)

Do k=1,...,L

k P]filfkfl + Ekdk (25)

MY — MM - {
El paso fundamental en la construccién de un esquema de multirresolu-

cion es la definicion de un operador reconstruccién apropiado para la dis-
cretizacion que se estd considerando. Habitualmente se utilizan dos tipos de
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discretizacion: la discretizacion por valores puntuales y la discretizacién por
medias en celda. Para este proyecto nos centraremos en la discretizacion por
valores puntuales que pasamos a describir a continuacion.

2.1. MR para la Discretizacién por Valores
Puntuales en [0,1].

Se considera el conjunto de redes anidadas en el intervalo [0,1] dado por:

XP= {2l =gk, he=2"F/J,  Jy =280,

j:07

donde Jy es un entero fijo y X* una particién uniforme en el intervalo
unidad cerrado. La discretizacién por valores puntuales viene dada por:

Dk:{ c(o,1]) —V 26)

f = R = ()it = (F@)))i
donde V* es el espacio de las secuencias reales de dimensién J; + 1. Un

operador de reconstruccién para esta discretizacion es cualquier operador
Ry tal que:

Ry, : V¥ — C([0,1]); vy satisface DyRpf" = f*, (2.7)

lo cual significa que:
(Bif*)(a5) = [} = f(a5)- (2.8)

En otras palabras, (R f*)(z) es una funcién continua que interpola los
datos f*¥ en X*.

Si se escribe (Ry.f*)(x) = I;(z; f*), entonces uno puede definir las trans-
formadas directa (2.4) e inversa (2.5) de la multirresolucién como:

Do k=1L,...,1
k—1 _ rk .
fL N MfL fj — fgj 0 S] S Jk:fla (29)

d? = fzkjfl - fk_1($l§j71; fk_l) 1<j<Jp1
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y
Do k=1,...,L
MfL—>M71MfL fzkj:ff_l 1§j§Jk—17
foio = Tealal,_y fF) +df 0< 5 < Jpa.
(2.10)

Podemos pensar en el analisis de multirresoluciéon como un analisis de
la regularidad de una funcién. Los mayores coeficientes df van asociados a
las singularidades de la funcién, lo que significa que no podemos predecir
la informacién contenida en esas regiones. Mas importante atin es el hecho
de que si utilizamos una técnica de interpolacién independiente de los da-
tos, el conjunto de los intervalos afectados por una singularidad no se reduce
unicamente a aquel intervalo en el que se localiza dicha singularidad, sino a
todos los intervalos cuyo stencil contenga el intervalo donde se encuentra la
singularidad, por lo que habra una mayor cantidad de coeficientes con valores
significativos, y la capacidad de compresién del esquema de multirresolucion
se vera reducida. Esto es lo que ocurre cuando se utiliza interpolacién lineal
centrada.

Por otra parte, al utilizar técnicas de interpolacién que dependan de los
datos, es decir, no lineales, se minimiza la zona afectada por cada singulari-
dad, y la capacidad de compresion del esquema de multirresolucion mejora.
Esto ocurre cuando se utilizan las técnicas no lineales.

Las técnicas de interpolacién més usuales son los polinomios.

2.2. Reconstrucciones Lineales y No Linea-
les.

En esta secciéon vamos a presentar algunas reconstrucciones lineales y no
lineales usadas en el entorno de multirresolucién de Harten. Las presentamos
dentro del entorno de valores puntuales, pero se pueden utilizar también me-
diante una estrategia basada en la funcién primitiva en el entorno de medias
en celda. Es en este marco de valores puntuales donde la definicién de la
reconstruccién es mas clara y por eso hemos preferido esta presentacion.

En primer lugar presentamos un operador de reconstruccion lineal basado en
interpolacion de Lagrange, para seguidamente presentar otras versiones no
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lineales cuyo objetivo es la mejora de los puntos débiles de esta reconstruc-
ciéon.

Las reconstrucciones las presentamos también para o6rdenes altos de aproxi-
macién, aunque se utilizan mas las de cuarto orden (tercer orden en medias
en celda).

2.2.1. Reconstruccién Lineal: Lagrange.

Consideremos los valores de la funcién f;_1, f;, fi+1, fj+2 que se corres-
ponden con las abscisas x;_1, %, Tj11, T 42 de una malla regular X y vamos a
describir como construir un trozo polindémico del operador de reconstruccién

. ., o . Titxs .,
y la prediccién faj41 en el punto medio 5"+ = x,, 1. La reconstruccién en
2
el intervalo [z}, z,41] viene dada por

Pi(x) = fj-aLa(2) + fiLo(z) + firaLa(z) + firaLla(), (2.11)

donde L;(x) ¢ = —1,0,1,2 son los polinomios de Lagrange dados por

2
Li(z) = M (2.12)
=10t (@j4i — Tjt1)

f2j+1 se define como la evaluaciéon en z;,1 del polinomio de Lagrange
2
P;(x), es decir

Pi(x; 1) = fim1Loa(@n) + fiLo(wj1) + fjvala(zji) + fireLo(zy1),
(2.13)

y haciendo algunos calculos

1 9 9 1
Pj(zj1) = gl tgli tgfin T gl (2.14)
Al conjunto de valores {—%6, 1%, 1%, —11—6} se le denomina mascara del operador
de prediccion basado en interpolacién segmentaria de Lagrange centrada.
En el caso general, podemos llegar facilmente a una expresién similar
a (2.11). Para ello, vamos a considerar el polinomio interpolador de La-

grange de grado r = 2s — 1 basado en el conjunto de 2s puntos dado
POr {Tj_st1, ..., %j, Tj41,-..,Tj4s} y sus correspondientes valores de funcién
{fizst1s---, f5, fi+1,- -, fi+s}. En este caso el operador de reconstrucciéon

estara formado por la unién de trozos polinémicos del tipo

Pj(x) = Z fiviLi(zy 1), @ € 2, 250], (2.15)

i=—s5+1
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donde los polinomios de Lagrange L;(z) se definen como en (2.12) por

- (z —7j4)

Li(z) = :
' I=— 51,1 (Tjpi — 2511)

(2.16)

Tendremos que el operador de prediccion en el punto medio toma la forma

> FiviLi(rgg). (2.17)

i=—s+1

, . ., 1=8
La méscara del operador de prediccién en este caso es {L;(z;, 1 VHZE -

En la Tabla 2.1 podemos ver los valores de las mascaras para s = 2,3, 4.
Mascaras
_ —1
s=2{% %15 10
s—3 | {3 =2 I 0 —35 3
2567 256 7 2567 256 256 256
s—14 =5 49 —245 125 1225 —245 49 =5

20487 20487 2048 7 20487 20487 2048 7 2048’ 2048

Cuadro 2.1: Mascaras del operador de predicciéon basado en interpolacion
segmentaria de Lagrange centrada con 2s puntos para s = 2, 3, 4.

Para més detalles sobre esta reconstruccién y sobre las propiedades de
los esquemas de subdivisién y multirresolucion asociados se puede consultar
[10].

2.2.2. Reconstruccion No Lineal: PPH.

Vamos a definir como construir un trozo polinémico PPH de orden 2s
para el intervalo [z}, z;41]. Partimos de los 2s datos

{fjferla oo 7fj737fj727fj717fj7fj+1?fj+27fj+3 v '>fj+s}7

y lo que vamos a hacer es modificar algunos de ellos para suavizar la fun-
ciéon de manera que luego podamos aplicar interpolacién de Lagrange sobre
datos sin discontinuidades apreciables. Esta modificacién es hecha también
teniendo en cuenta que nuestro objetivo es dar una aproximacién al valor de
la funcién en el punto medio.

Definimos los coeficientes B’ _; por medio de la siguiente recurrencia

B:Zl = 2, (2.18)
m = S () (0 s e

Jj=1
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parag=s—2,...,1.
En la Tabla 2.2.2 podemos ver el valor de estos coeficientes para s =
2,3,4.

By
s=21{2}
s=3|{2,6}
s=4|{2,10,12}

Cuadro 2.2: Coeficientes B¢_|, s = 2,3, 4.

s—1»

También vamos a necesitar las medias p-power power,(z,y), que se intro-
dujeron en [25] para cualquier nimero entero p > 1, y cualquier pareja (z,y)
como:

power,(a.g) = szgn<x>+szgn<y>x+y(1_ I

r+y

2 2

,,) . (2.20)

Igualmente necesitaremos usar las diferencias divididas, que es conocido
que actiian como indicadores de zonas de suavidad de la funcién. Las diferen-
cias divididas en el caso de nodos igualmente espaciados pueden calcularse
haciendo uso del famoso triangulo de Tartaglia. En nuestro caso, donde nos
interesa comparar el tamano absoluto de dichas diferencias para detectar las
zonas de suavidad, podremos prescindir de los denominadores. Y por tanto,
su célculo se reduce al de las diferencias finitas del mismo orden.

Llevaremos a cabo una modificacion progresiva de los datos de la siguiente
manera (ver [11] y [9] para més detalles). Observamos que esta modificacién
estd disenada para mantener el orden de interpolacion en las regiones conve-
xas suaves en el momento de aplicar la interpolacién de Lagrange.

Modificacién de datos de entrada f — f

s Paso 1

Consideramos {f;_1, f;, fj+1, [i+2}
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Si |AZ | f| < |AZf| entonces

fj+2 = fj+1 + f] - fjfl + BllpowZSfQ(A?flfa A?f)?

en otro caso
fj—l = fj+1 + fj - fj+2 + B11PO@U25—2(A§—1JC’ A?f)
Asi, definimos

oo { (oo oo fimrs i frons Jrvon froae o) sUIAT ] < A3,
(‘ B fj—27 fj—h fj? fj+17 fj+27 fj+37 .- ) en otro caso.
(2.21)

n Paso 2

Consideramos {fj_a, fj—1. fi, fi+1: fi+2. fi+s}-
Si [AL, f] < |A%f] entonces

fj+3 = fj+1+fj_fj72+821p0w2572(A§_1fa A?f)+B§powgs,4(A§_2f, A?_Lf),
en otro caso

fica = it fi=FipstBapowas o(AF_\ f, A f)+Bipowas a(A] o f , A, f).
Asi, definimos

f — { ( . 7fj—27j:j—17 fj7 fj+17 -f‘J'+27fj+37 .- ) si |A371f’ < |A§f|7
(' . 7fj—27 fj—17 f]7 fj+17 fj+27 fj+37 . ) en otro caso.
(2.22)
y definimos

fN . { ( CIEIE fj—37 Jij—27 jij—la fzja fjj-i—la fj-&-% .fj+37 fj+4 .. ) si |A;1—2f~| S |A§—1f~|a
(s fimss fim2y fim1s fis fivns fives fivs, fiva...)  en otro caso.
(2.23)

Y asi se realizaran sucesivos pasos hasta completar la modificacién de
los 2s puntos.

Aplicando la interpolacién de Lagrange de orden 2s con f , a los datos de
entrada modificados en el apartado de arriba, obtenemos la interpolacion no
lineal deseada.

Por contruccién, esta técnica de interpolacién no lineal nos lleva a un ope-
rador de reconstruccién con muchas caracteristicas deseables.Primero, cada
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pieza polinémica se construye con un stencil de 2s puntos. Segundo, la recons-
truccién es tan precisa como su equivalente lineal en las regiones convexas
suaves. Tercero, la precisién se reduce segin se acerca a las singularidades,
pero no se pierde totalmente como ocurre en su contraparte lineal. En parti-
cular, las reconstrucciones estan libres de los efectos de Gibbs.

Por claridad vamos a estudiar unos casos particulares. Supongamos que
tenemos cuatro puntos dispuestos como en la Figura 2.3. En el primer paso
miraremos qué diferencia dividida de segundo orden es mayor, y a continua-
cién cambiaremos el valor correspondiente. Sélo nos quedara entonces llevar a

cabo una interpolacién de Lagrange con estos datos como queda representado
en la Figura 2.4.

fo
(o]
f.
fi f j+1
o o o
-1 Df j j+1 ij+1 j*+2

Figura 2.3: Primer paso de la reconstruccion PPH con 4 puntos.

En el siguiente ejemplo vamos a ilustrar de manera grafica como se realiza-
ra la modificacion de los datos en el caso de tener los valores de la Figura
2.5. En primer lugar se miraran las diferencias divididas de segundo orden,
que nos servirdn para decidir que el valor a cambiar es f;_; como aparece
en la Figura 2.6. A continuacion se consideraran las diferencias divididas de
tercer orden indicadas en la Figura 2.7 y por tanto se cambiara el valor f;_,
tal y como se ve en la Figura 2.8.
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fo
(o]
fo
f
fi-t f j+1
X ¥ ¥ X
j-1 Df j j+1 ij+1 j+2

Figura 2.4: Construccién de la reconstruccién PPH con 4 puntos con los
valores modificados.

f
f &
i2 ®
@
f
f ] fJ+1 .J+2
@ o fJ+3
] ] | - ] |
[ I = | [ I
X X X X
12 i j 1 X oo X iea

Figura 2.5: Primer paso de la reconstruccion PPH con 6 puntos.

2.2.3. Reconstruccion No Lineal: ENO.

La idea de las reconstrucciones ENO es construir trozos o partes polino-
miales usando datos pertenecientes a las regiones suaves de la funcién en la
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f
f -
2 @
]
(
@ f, i 2
@ ® fJ+3
| | | = ] |
| | | =~ [ | |
X X
i2 B X i+ X a2 X 43

Figura 2.6: Modificacién del primer valor en la construccion de la reconstruc-
cion PPH con 6 puntos.

f
f -
i-2 @
®
fis
@ f f j+2
@ ® fj+3
] ] Lo | ] |
[ [ T~ ] [ [
X X X
2 B i 1 Xis2 L

Figura 2.7: Segundo paso de la reconstruccion PPH con 6 puntos.

medida de lo posible. El punto clave en la interpolacién ENO es el proceso
de seleccion del stencil S (conjunto de datos usados para construir el poli-
nomio interpolador), el cual se intenta elegir dentro de una regién suave de
la funcién f(z). De forma mads precisa, este proceso de seleccién trabaja de
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f
f :
2 @
@
f
j2
@ iy
f.
@ f, f o .J+z
@ @ Fiea
] ] | ] |
[ [ T = ] [ |
X
-2 -1 XJ 1 xj+2 X j*3

Figura 2.8: Modificacion del segundo valor en la construccion de la recons-
truccion PPH con 6 puntos.

la siguiente manera: para cada intervalo, [xf_l, xﬂ, se consideran todos los
k

posibles conjuntos .S con r + 1 > 2 puntos incluyendo los puntos z7_; y x;“ .

Denominemos el stencil ENO para el jth intervalo:

ENO _ [ k k k
S = {xsj_l,xsj,...,xsﬁr_l} :

siendo r 4 1 el orden de la interpolacién.

Existen dos estrategias para realizar esta seleccion: la estrategia jerdrqui-
ca y la no jerarquica.

La seleccion de SfN 9 se realiza como sigue:

(1) La seleccién jerdrquica del stencil consiste en, partiendo de los ex-
tremos del intervalo [x;?_l, xﬂ, ir anadiendo puntos a derecha o izquierda,
comparando las diferencias divididas correspondientes a los conjuntos forma-
dos por los extremos del intervalo més los puntos anadidos, y escogiendo la

de menor valor absoluto. El algoritmo para este procedimiento es el siguiente:
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Set So :j
for [ =0,...,r—2
if |f[x§l—27 e 7Ils€l+l]| < |f[$§l_1a e ax§l+l+1]|
Sip1 =5 —1
else
Si4+1 = Si
end
end

Sj = Sr—1

¥s

(2) La seleccién no jerarquica del stencil considera las diferencias dividi-
das de mayor orden correspondientes a todos los stencils posibles, y calcula
el minimo de entre todos los valores absolutos de dichas diferencias. El algo-
ritmo es el siguiente:

Se elige un s; tal que

Choose s; such that

flzs, 1o 2 a])l = ming g {[ fl27 0, - 2t ]I}

Ambos algoritmos, (1) y (2) conducen asintéticamente a conjuntos de
puntos de interpolacién que se mueven lejos de la discontinuidad. Conse-
cuentemente, el orden de aproximacién del operador de prediccion ENO sigue
siendo 7 + 1 siempre que sea posible evitar la discontinuidad.

Notar ademas, que no hay diferencia entre ambos algoritmos cuando
r = 2, pero los stencils obtenidos pueden variar cuando r > 2. En cualquier
caso, se observa que el stencil siempre contiene los extremos del subintervalo
en el que se realiza la interpolacion, evitando siempre que sea posible los
intervalos que contienen singularidades.

En el caso en que r = 3 tenemos tres posibles stencils (ver Figura 2.9 ),
es decir,

1_ [k k k k
Sj = {xj_3,xj_2,mj_1,xj},

2 k k k .k
Sj - {xj—vaj—lazjvxj+1}7
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{xj 1 J’ J+1’ j+2}'

53
J
1
Sj
| | | NS | | |
[ [ I AN I [ [
Jj—3 Jj—2 j—1 J J+1 J+2
2
Sj
Figura 2.9: Stencil ENO.
El algoritmo de multirresolucién queda,
(Do k=1L,...,1
=1
fia— O + 155 =53 + 771, si S
f - +9f_ +9fk 1_ ¢k 11 )
di = fi0— (— BT a— si S}
\ fh = (B 1 B fE), si 8P
(Do k=1,...,L
fh = i
d¥ 4 (5 + 15 f8) — 50 4 A, i S
gkl k=1, pk—1_ pk—1
f5;0 = dk + ( = +9fj_11;9fj in ), st S?
+ (BT A1 B i), si SB

33

(2.24)

(2.25)
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Capitulo 3

Multirresolucion de Harten
Vectorial

En este capitulo vamos a introducir la multirresoluciéon de Harten vecto-
rial para valores puntuales. En este contexto partimos de los valores puntuales
de una cierta funcion, asi como de los valores puntuales de su primera, se-
gunda, ..., n-ésima derivada. Computaremos la version de multirresolucion
de los datos de manera vectorial, considerando como entrada del algoritmo
los datos dispuestos en forma de matriz, donde en la primera fila tendremos
los valores de la funcién, en la segunda los valores de la primera derivada y
asi sucesivamente.

Como operador de reconstruccion utilizaremos la interpolacion de Hermi-
te de manera local. La utilizacion de esta interpolacion nos permite aumentar
el orden de reconstruccion sin aumentar mucho el soporte de la reconstruc-
cion. Pero también es verdad que el orden de aproximacién para las derivadas
disminuird en una unidad por derivada. Por esto veremos en los experimen-
tos numéricos que a la hora de guardarnos detalles tendremos que hacerlo
en mayor parte en los coeficientes correspondientes a las derivadas de orden
superior.

3.1. Interpolacion de Hermite

Nuestro objetivo es aplicar la interpolacién de Hermite como operador de
reconstruccién dentro de la multirresolucion de Harten vectorial. Para llegar
a entender bien cémo construir este operador de reconstruccién es aconsejable
introducir primero la interpolacién de Lagrange en la forma de Newton.

35
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3.1.1. Interpolacion de Lagrange en la forma de New-
ton

La polinomio interpolador de Lagrange en la forma de Newton se cons-
truye por medio de las diferencias divididas con la idea de que el polinomio
asi construido tenga propiedad de permanencia. Esta propiedad de perma-
nencia ahorra calculos posteriores si se da el caso de anadir un punto al
conjunto de puntos usados para interpolar.

Dados los n+1 puntos (xq, fo),(x1, 1) - ,(Zn, fn), queremos construir un
polinomio de grado menor o igual que n que pase por los puntos dados, es
decir, que satisfaga p(z;) = f;, Vi=1,...,n.

Sabemos que este problema de interpolacion de Lagrange tiene solucion
Unica, y que la solucion puede escribirse por medio de los polinomios de
Lagrange asociados a cada nodo. Sin embargo ahora estamos interesados en
escribir dicho polinomio de otra forma, usando diferencias divididas.

Resulta que el polinomio interpolador usando diferencias divididas toma
la forma

p(x) = fo+ flvo, m1](z —x0) + ... + flwo, ..., 20)(x — 20) -+ (¥ — Tp1).

Las diferencias divididas se calculan segun la regla
flzo] = f(xo),
f(z1) = f(=o)

flxo, o] = ———,
Ir1 — X

flz1, wa] — flzo, 21

f[330,i€1,$2] = )
T2 — Zo
1,9y eeeeey Ty, L0y L1y veeeey Ty
f[$0,£L’1, ..... ,[L‘n] = f[ ! 2 in _fioo ! !
Y la férmula del error como
f(n+1) 4
@) = p@) < 1O o~ ) (= ),

(n+1)!
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donde 6 € (zo, ).

Como ejemplo vamos a construir el polinomio de tercer grado que pasa
por los puntos (0,1),(2,3),(4,6) y (5,10). La expresién de dicho polinomio
sera

p3(x) = f(xo) + f[xoa 1’1](% - Io) + f[x(],xth](I - Jfo)(x - 1’1)-1-

+flxo, 21, T2, x3)(x — mo) (x — x1) (. — 22).

Los tres primeros sumandos daran el mismo polinomio de Lagrange que
interpola los tres primeros puntos, y anadiendo el cuarto sumando dara el
polinomio interpolador de Lagrange que interpola los 4 puntos.

Una forma adecuada de calcular las diferencias divididas que necesitamos
es a través de una tabla de diferencias divididas, tal y como la calculamos en
este ejemplo. Notar que para calcular el valor de una celda (i,j calculamos
un cociente. El numerador se obtiene de restar el elemento (i+1,7—1) con el
(i,j—1). El denominador de substraer el tltimo y el primer nodo involucrado,
es decir, de restar la celda (i + j —2,0) con la (7,1).

x| fled] | flos zig] | flz T, Tiga) | 2, T, Tige, Tigs)
ol 1 [ 5=1| =5 |E=d=1
7|3 | E=1] SF-1

41 6 | =4

5 10

Cuadro 3.1: Tabla de diferencias divididas para el ejemplo de interpolacion
de Newton

De esta tabla nos interesa coger la primera fila para formar el polinomio
interpolador de Lagrange.

p3(w) = f(zo) + flwo, 1](x — 20) + flw0, 21, 22| (T — 0) (T — 1)+

+flxo, x1, T2, 3] (2 — 20) (2 — 1) (2 — 29) =

:1+1(x—0)+%(x—0)(x—2)+%(x—O)(w—Q)(x—él):
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1 17
= 1—|—x+gx(:z:—2)+1—20x(x—2)(x—4).

Formula de error de la interpolacién de Newton:

/1 (6)

£@) = pale)] = I

(z = 0)(z = 2)(x — 4)(z - 5),

El denominador es 4! pues 4 es el niimero de puntos.

0 € (min{x,0,2,4,5}, max{x,0,2,4,5}) = (min{z,0}, maz{z,5}),
siendo x el punto donde calculo el polinomio interpolador. Por ejemplo, si
quiero saber el error que da el polinomio de interpolacién para x = 3,

£V (0)
4l

1V (0)

£ (3) = ps(3) < | A1

|13 =013 = 2[[3 —4[[3 - 5] = |

6=

fIV(G)‘
4 )

con

0 € (min{3,0}, max{3,5}) = (0,5),

f3) = ps(3).

En el siguiente apartado vamos a pasar a definir como llevar a cabo la
interpolaciéon de Hermite haciendo uso de las diferencias divididas generali-
zadas. Para construir dichas diferencias divididas también es posible crear
una tabla del estilo de la vista en este apartado.

3.1.2. Interpolacion de Hermite

La interpolacion de Hermite consiste en encontrar un polinomio del gra-
do requerido que satisfaga sobre cada punto x; del stencil las condiciones
p*(z;) = f®(2;), Vk=1,...,n; donde el nimero de derivadas consecuti-
vas consideradas puede depender del punto x;, es decir, se puede considerar
un nimero diferente de derivadas en cada punto.

De manera resumida podemos plantear el problema de la siguiente ma-
nera. Encontrar un polinomio p(x) que satisfaga,
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plwo) = f(z0) pa) = f@) o plom) = S(om)
Pleg) = flee)  Ple)=F) oo Plan) = Flan)
Piao) = @) pe) = @) e ) = )
PO (a0) = f0 @) P ) = fO ). ) = FO ()

Reiteramos que las derivadas deben ser consecutivas, se tiene que tener de
la primera a la dltima para cada nodo (cada columna). Lasn;, Vi=1,...,m

de cada derivada no tienen que ser las mismas.
Si contamos el niimero de condiciones que imponemos en cada punto

Condiciones en xg = ng + 1
Condiciones en x1 = nq + 1
Condiciones en z; = n; + 1

El niimero de condiciones totales es por tanto N = ng +ny +ng + ... +
n, +n-+ 1.

El grado del polinomio es entonces igual al nimero de condiciones totales
menos 1, es decir, N — 1 =ng+n; +ns + ... + n, +n.

Diferencias divididas generalizadas:

flxo, xo] = f'(wo),

flwo, 2] = W = cuando 1 — xo, f[zo,T0] = f’(xo),

[lwo, xo, o] = ! ;TO) porque f[xg, x1, o) = f2(!£>7

siendo £ € (min(xg,x1,x2), max(xg, 1, T2)).

Generalizando a n + 1 valores iguales de xg,

B ) (z0)
a7
Si el primero y el ultimo son distintos (los demés pueden ser iguales),

f[l‘o, Ty ooy l’o]



40  CAPITULO 3. MULTIRRESOLUCION DE HARTEN VECTORIAL

f[xO’ o xn] _ f[xb ey xnx]n—_fgzo, ...,xn_l].

El error en la interpolacién de Hermite viene dado por

(x —x)™ - (x—x) - (x— xp)™™,

0 € (min{z,z;}, max{z, z;}).

Cada factor (z — x;) va elevado al nimero de condiciones sobre x;, y el
nimero de la derivada y el factorial coinciden con el niimero de condiciones
totales.

Debemos notar que la interpolacion de Hermite es una generalizacion
por un lado de la interpolacion de Taylor, y por otro de la interpolacion de
Lagrange.

Ejemplo Hermite 1: Vamos a construir el polinomio de Hermite corres-
pondiente a la siguiente tabla

pzo) = f(z0)  pler) = F(a) plzs) = F(z2)
p'(w1) = f'(x1) p'(z2) = f'(22)
P"(x) = f"(22)

En este caso tenemos los nodos {xg, z1, x1, T2, T2, T2 }. Debemos observar que
ponemos tantos nodos x; como condiciones totales. Un nodo x; se repite tan-
tas veces como condiciones tengo sobre él. En este caso tenemos 6 condiciones,
y por tanto el polinomio de Hermite sera de grado 5.

f(wo) + flwo, x1](x — o) + flzo, 1, 21](x — mo) (7 — 1)
+  flwo, 71, 21, 2] (x — 20) (T — 21)?

+ flwo, 21, 21, T, To] (7 — 30) (2 — 21)* (2 — 33)

+ Sl

f Zo,T1,T1, T2, 1’2,96‘2](1‘ - xo)(ﬂﬁ - I1)2($ - I2)2-

ps()

Error de Hermite:
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0 € (min{x,xg, x1, 22}, mazx{x, o, x1,22}).

Cada factor (z — ;) va elevado al nimero de condiciones sobre x;, y el nime-
ro de la derivada y el factorial coinciden con el niimero de condiciones totales
que es 6.

Ejemplo Hermite 2:

Construir un polinomio de grado menor o igual de 3 que satisfaga:

p(1) =3, p(2) =1,
p(1) = -1, P(2) =0,

Hay 2 nodos xg = 1y x1 = 2, y 4 condiciones. Por tanto el conjunto de nodos
seré {xg, o, 21, 1 }. Buscamos un polinomio de la forma

ps(x) = f(zo) + flao, zo)(x — x0) + flzo, o, 1] (x — 20)°
+  flwo, w0, 21, 21) (2 — 0)* (T — 21).

Tabla de diferencias generalizadas:

X f[%} f[xi, 37z‘+1] f[xi, Tit1, $i+2] f[xia Tit1, Tit2, $i+3]

To — 1 3 f[.fllo,ﬂfo] = f/(1> =-1 f[.To,LUQ,SL’l] =—-1 f[xo,xo,xl,xl] =3

o = 1 3 f[l’o,l‘l] = -2 f[l’o,[l)l,l'l] =2

xr1 = 2 1 f[l’l,l'l] = f/(2) =0

£B1:2 1

Cuadro 3.2: Tabla de diferencias divididas generalizadas para el Ejemplo 2
de interpolacién de Hermite.

Donde:
f[x(J,iCo,afl] _ f[wo,m] - f[aco,xo]7
T — Zo
flxo, xo, 1, 21] = flxo, z1, 21] — f[iﬁo,ﬂfo,azl]’
1 — Zo

flr ) = Ll Swn]
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Entonces el polinomio queda:

ps(x) = f(xo) + flao, zo](x — x0) + flzo, Zo, 1] (x — 20)°
+  flwo, x0, 21, 21) (2 — 20)* (T — 71)
= 3—(z—1)—(z—1)*+3(z — 1)*(x — 2),

y la formula del error de Hermite:

1@) = po) = L0 - 220~ o)

0 € (min{z, 1}, max{z,2}).
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3.2. MR Vectorial de hermite: Funcién y de-
rivada

En esta seccion generalizamos el algoritmo de multirresolucién escalar
para el caso especial donde la funcién f y su derivada f” estan dadas sobre el
mallado X™. En muchas aplicaciones, solo se dan los valores puntuales y las
derivadas requeridas podrian necesitar ser calculadas por diferentes férmulas
de diferencias finitas.

Se proyectan los valores puntuales y los valores de las derivadas en el
mallado formado por los nodos con indice par desde el nivel k al k — 1:

f]k_l = f§]7 J = 07 17 sy Jk—h (31)

()t = (M50 5=0,1,..., Jpo1. (3.2)

Es conveniente eliminar la dependencia explicita del espaciado h,,, y para
ello introducimos la definicién v(27") como

o' = v(x]") = hi f'(2]).

Los espaciados de dos niveles sucesivos estan relacionados por hy_1 = 2hy,
y por tanto se puede reescribir (3.2) como

U;ﬁ_l :2U§j’j:0a]—7"‘7<]k—1' (33)

Sobre el mallado uniforme X*~1, las férmulas de interpolacién en el punto
medio son:

ke _ _ _ _ 1, . B 1, ,_ _
WLy = T ) = S ) - S k), (3.4)
~k—1 k—1/ k-1 k-1 k—1 3. ko1 k—1 Lo k—1

i—1/2 — I (x]—1/25 [U] » Uj )= 5(% + uj—l) - Z(Uj + Uj—l) (3.5)

Las proyecciones (3.1) y (3.3) son usadas para reescribir (3.4) y (3.5)
sobre la red X*:

- 1 1
ulgj—l = ]1’;(37’53'—1; [U];jw Ulgj]) = 5(“5] + ugj—?) - Z(Ugj + U]2€j—2)7 (3.6)
- 3 1
Ugj—l = ]f(xgj—ﬁ [“gp Ulgj]) = _(ué:j + Uéj—2) - _<U§j + U]2€j—2)' (3.7)

4 4
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Aqui la funcién Ij (25, ; [u5;, v5;]) interpola los valores en los puntos im-

pares ugj_l (los puntos impares del mallado :c’gj_l) usando los valores en los
puntos pares [u3;, v5;]. Del mismo modo I (25, ;; [uf;, v5;] interpola valores
de la derivada en los puntos impares vgj_l (los puntos impares del mallado
37’2‘:]-71) usando los valores en los puntos pares [ulgj,vlgj]. Una generalizaciéon

obvia del algoritmo de multirresolucién escalar es:
descomposicion

Algoritmo 1
fork=mm-—1,...,n+1
for j=0,1,...,Jp1
=
Yj
end
fOI’jzl,2,...,Jk_1

— 9.k
= 21)2]-,

k—
(Tu))7€ i = “’263'71 - Izlf(l'gjfl; [“gjvvlfj])a
(ro); " = vy — Ii(af; g5 [us), v8))),
end

end

reconstruccion

Algoritmo 2
fork=n+1n+2,....m
for j=0,1,...,Jp1
k _ k-1
us; =u; -,
l'cfl

k1

J
end
forj=1,2,...,Jp1

k—1
UIQCj—l = Iqu(xé:j—l; [u§j7v§j]) +(ru);
-1
U]2§j—1 = 15(93]26];13 [ulﬁﬁvlij]) + (Tv)j )
end
end
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Alternativamente, el algoritmo anterior de reconstruccién puede ser es-
crito como

reconstruccion

Algoritmo 3
fork=n+1n+2,...,m
for j=0,1,...,Jx1

k _ k-1
E o 1 k-1
U = 3V

end
forj=1,1,...,Jk_1
uéj_l = Ih1 (kL [u?_l, vf_l] + (ro)5 L,
Ugj—l = %Iff_l(w’tl ; [uﬁ‘;_lvr[};’c_l]) + (Tv)k':_17
end
end

3.3. Aproximando derivadas

En el caso de que sélo tengamos los valores puntuales de la funcién, pa-
ra aplicar la Multirresolucién Vectorial de Hermite para funcién y primeras
derivadas, necesitaremos aproximar las derivadas.

Para ello, utilizaremos la siguiente expresion, extraida del articulo [14]

Faya) + 4P ) + flan) =~ @) — Faga)] (35)
+ %f(“r’)(n)h‘l, con zj_1 <N < Tjq1,

donde h = xj;1 — x;, para un espaciado uniforme.

Podemos escribir la ecuacién anterior para todos los valores intermedios
desde j =1 hastan—1=J, —1

forfit i = =3l =1

fi+afs+ 1 = _%[fl_f3]a J =2,

fratAfin 4 f = ~faa= Bl j=n—1  (39)
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Como podemos ver, es mayor el nimero de incégnitas que de ecuaciones,
por lo que resulta necesario calcular las derivadas en los extremos f y f,
mediante alguna férmula de orden 4 disctretizada.

Por ejemplo:

(o) = cofo+eifitefotesfstefs
o h

Haciendo los desarrollos de Taylor centrados en xy, quedaria

+ O(h%). (3.10)

cofo

er(Floo+ ) = x(fo+ foh+2n2 4 B g SOy

3! 4! 5!

" /// Vv
ex(Fa+20)) = ea o Sy 25 oz 8 oy T8 omyt D oy,
s (1ot 31)) = eslfor F3(3h) + 2032+ 2oy + s Ly,
er(Fao ) = el o fy0am) 28 (amte B cany 2Oy,

con 6 € (xg,x4).

Sumando todas las ecuaciones y dividiendo entre h, queremos obtener la
ecuacién (3.10), por lo que elegiremos los coeficientes del siguiente modo

Co+01+02+03+04:0,
c1+ 2¢co + 3c3 +4cy =1,

9
%+202+563+SC4:O,
+4 +9 +32 0,
6 32T ye Ty

+ 2 n 27 n 32 _o
— + —c —c —cCy =
24 37278 3™
de donde obtenemos:

COI—%, 61:4, Cy = —3 C3 — % 642—%.

Con estos coeficientes quedaria:

lan) PSS i
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Podemos también escribirla de forma exacta, teniendo en cuenta la con-
tribucion de los términos con h® divididos entre h de los desarrollos de Taylor

Plag) = 2RISR gy

Por simetria:

25 4 1
/ _fn_4fnf +3fnf _«_fnf +_fnf 1
[(aa) = 2 = R L

con jt € (Tp_4, Ty).

Por ultimo, podriamos resolver ya el sistema de ecuaciones (3.9), donde

tendriamos

41 0 ... /
14 1 0 ... fo—1fa —Jo
— 0
A O 4 1 0 ... P fl.fs 0
L0 : »
. fn—Q_fn —fn
fi
!
Incognitas = jfz
k
n—1

El problema de utilizar la ecuacién (3.8), reside en que estamos doblan-
do el nimero de puntos. Para solucionar este error, debemos aproximar las
derivadas solo en los puntos impares. La expresion a utilizar en este caso es

la siguiente:

f(wje) +22f (v5) + fl(xj12) = —1—h2[f(93j—1) — f(xj11)] (3.11)
— %f@(n)h‘l, con Tj_g <N < Tjia,

donde h = x;41 — ;.
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Escribiendo la ecuacion anterior para j =2 : 2 :n — 2, queda:

vo+ 220+ vy = =24[f1 — f3], j =2,
vy + 2us+vs = —24[fs— f5], 1 =4,
vy +22v5 +vg = —24fs — f7], j =6,
Un—4 + 221]”_2 + Un = —24{.]0”_3 — fn—l]; j =N — 2, (312)

donde v; = 2hf}.

Como pasaba en el caso anterior, el nimero de incégnitas es mayor que
el nimero de ecuaciones, por lo que vuelve a ser necesario calcular las deri-
vadas en los extremos mediante alguna férmula de orden 4 discretizada. Al
usar la misma férmula, dichas derivadas son iguales que en el caso anterior.
Por tanto, podriamos resolver ya el sistema 3.12, donde tendriamos:

22 1 0 . —
1 2 1 0 .. }c 1 ;3 0
A= 0 1 22 1 0 7 b= _24[ .3 B .5 ]+ 0
. 0 . .
. fn—3 fn—l —v,
Vg
Incégnitas =|
Up—3

Para volver a recuperar los valores de la funcién f;, 7 = 0,...,n a partir
de los valores de v, f;, 7 = 0,2,4,...,n aproximamos:

fi= 500+ £2) = 50+ ),

1 )
Jiv1=fi-1+ ﬁ[UH + 2205 + vj40],  J=2,4,..,n—2.



Capitulo 4

Algoritmos codificados en
Matlab.

A continuacién se presenta una generalizacion de los algoritmos para la
Multirresolucion Vectorial de Hermite en una dimensién. Estos algoritmos
han sido codificados en Matlab.

4.1. Algoritmos para la Multirresolucién Vec-
torial de Hermite.

4.1.1. MR Hermite 1D.

El siguiente programa, realiza la multirresolucion vectorial utilizando la
interpolaciéon de Hermite como operador de prediccién.

function [A,Ar,Ap,mrA mrAt|=MR_HermitelD(l,trun,fron,ruido,met,pos,varargin)

49
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% La primera entrada indica el método de truncamiento.

% trun=[1,com] se queda con los %com detalles mayores

% trun=|0,tol] indica la tolerancia de truncamiento, se queda con los

% detalles mayores en valor absoluto

% fron tipo de tratamiento en la frontera:

% 'p’ periddico i’ hacia el interior usando Lagrange

% ’s’ simétrico, ’a’ antisimétrico

% ¢’ extendido con ceros

% ruido es el nivel de ruido que se suma a los datos, también en forma

% vectorial

% met es un vector que indica cuantos nodos se toman en la interpolacién
% de Hermite y cuantas condiciones hay sobre cada nodo

% pos posicién del extremo izquierdo del intervalo de aproximacion

% [x.j,x{j+1}] dentro del conjunto de nodos

% varargin puede tomar los siguientes valores:

% 1) f,[a,b],n,nd en este caso se le pasa una cadena de caracteres con

% la funcién a considerar, el intervalo donde discretizar,

% el nimero de puntos donde discretizar, y el niimero de derivadas

% 2) A matriz de datos, que contiene los valores de la funcién en la primera
% fila y los de las derivadas en las filas sucesivas

% h espaciado entre los puntos

%

% Variables de Salida

% A matriz original

% Ar matriz original con ruido

% Ap aproximacion obtenida del algoritmo inverso de MR partiendo inicial-
mente de Ar

% mrA versién de multirresolucién de los datos

% mrAt versién de multirresolucién de los datos ya truncada

%

% Ejemplo de aplicacion:

% syms x;

% f="sin(x)’;

% x1=linspace(0,2*pi,129);

% for i=1:2

% A(i,:)=subs(diff(f,i-1),x1);

% end

% [A,Ar,Ap,mrA mrAt|=MR_HermitelD(3,[1,10~(-6),10"(-6)],’p’,]0,0],[2,2],1,A)
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% definicion de los datos, que se guardan en la matriz A

if nargin==
A=varargin{1};
n=size(A,2);
nd=size(A,1);
h=varargin{2}

elseif nargin==10
f=varargin{1};
extremos=varargin{2};
n=varargin{3};
nd=varargin{4};
h=(extremos(2)-extremos(1))/(n-1);
x=linspace(extremos(1),extremos(2),n);
for i=1:nd

A(i,:)=subs(diff(f,i-1) x);

end

else
display("Numero inadecuado de variables de entrada’);
return;

end

% introducimos ruido en los datos

for i=1:nd
Ar(i,;;)=A(i,:)4ruido(i)*rand(1,n);
end

% descendemos por la pirdmide de multirresolucion

[mrA]=descender(Ar,h,],fron,met,pos);
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% truncamiento de los coeficientes de detalle
[mrAt,rat|=truncarvp(mrA,l,trun);

% ascendemos por la piramide de multirresolucién

Ap=ascender(mrAt,h,l fron,met,pos);

%0 %0 %0 %0 %o 0 Yo Yo Yo Yo T Yo Yo Yo Yo To Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo %
% SALIDA DE RESULTADOS
% % %0 J0 Yo To To Yo %o Yo Yo o Yo Yo Yo Yo To Yo Yo o Yo Yo Yo Yo Yo %

if any(ruido)==0 % no hay ruido
% calculamos los errores
E_AAp=abs(A-Ap);
E2_AAp=E_AAp."2;
% entre A y Ap
normal_AAp=sum(E_AAp’)/n;

Eg medio_AAp_normal=sum(normal_AAp)/nd
Eg maximo_AAp normal=max(normal AAp)

norma2_AAp=sum(E2_AAp’)/n;
Eg medio_AAp norma2=sum(norma2_AAp)/nd;
Eg maximo_AAp norma2=max(norma2_AAp);

normal AAp=max(E_AAp’);
Eg _medio_AAp normal=sum(normal_AAp)/nd;
Eg maximo_AAp normal=max(normal AAp);
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% %0 %0 %0 %o To %0 Yo Yo Yo o Yo Yo Yo Yo o Yo Yo Yo To Yo Yo Yo Yo Yo Yo %
% SALIDA DE RESULTADOS A UN FICHERO
% %0 %0 %0 %o %o %0 %o o Yo To Yo Yo Yo Yo %o o Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o Jo Yo Yo

% Se abre o crea un archivo y se escribe en él para los resultados de
valores interpolados

fid=fopen('result_MR_Hermite.txt’,'w’);
Fprintf(fid, FHFH R AR AR AR 1))

hora=clock;
fprintf(fid,’Resultado ejecutado el dia %d- Y%d- %d alas %d : %d = %d\n',...
hora(3),hora(2),hora(1),hora(4),hora(5),fix(hora(6)));
Fprintf(fid, R RO 1\ 1)
fprintf(fid,” Vof \n' rat);
for i=1:nd
fprintf(fid,” e ";normal AAp(i));
end
fprintf(fid,” e Ye \n', Eg_medio_AAp normal,Eg maximo_AAp_normal);
for i=1:nd
fprintf(fid,” e ";norma2_AAp(i));
end
fprintf(fid,” e e \n',Eg_medio_AAp_norma2,Eg maximo_AAp_norma2);
for i=1:nd
fprintf(fid,” e ";normal AAp(i));
end
fprintf(fid,” e Ye \n',Eg_medio_AAp_normal,Eg_maximo_AAp_normal);

’

fclose(fid);

% salida grafica de los datos originales y la aproximacién

for i=1:nd
figure(i);
hold on;
plot(A(i,:),’k’, LineWidth’,1);
plot(Ap(i,:),’r’, LineWidth’1);
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legend("Datos Originales’,’Datos Aproximados’);
texto_titulo=["Derivada ',;num2str(i-1)];
title(texto_titulo);

end

else

E_AAp=abs(A-Ap);
E2_AAp=E_AAp."2;
E_ArAp=abs(Ar-Ap);
E2_ArAp=E_ArAp."2;

normal_AAp=sum(E_AAp’)/n;
Eg medio_AAp normal=sum(normal_AAp)/nd;
Eg maximo_AAp normal=max(normal AAp);

norma2_AAp=sum(E2_AAp’)/n;
Eg medio_AAp norma2=sum(norma2_AAp)/nd;
Eg maximo_AAp norma2=max(norma2_AAp);

normal AAp=max(E_AAp’);
Eg medio_AAp normal=sum(normal_AAp)/nd;
Eg maximo_AAp normal=max(normal AAp);

normal_ArAp=sum(E_ArAp’)/n;
Eg medio_ ArAp normal=sum(normal_ArAp)/nd;
Eg maximo_ArAp normal=max(normal _ArAp);
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norma2_ArAp=sum(E2_ArAp’)/n;
Eg medio_ArAp _norma2=sum(norma2_ArAp)/nd,;
Eg maximo_ArAp_norma2=max(norma2_ArAp);

normal_ArAp=max(E_ArAp’);
Eg medio_ArAp normal=sum(normal _ArAp)/nd;
Eg maximo_ArAp_normal=max(normal ArAp);

%0 %0 %0 J0 Yo To Yo Yo %o %o Yo To Yo Yo Jo Yo To Yo Yo o Yo Yo Yo Yo Yo Yo e
% SALIDA DE RESULTADOS A UN FICHERO
% %0 %0 %0 %o %o Yo Yo Yo Yo %o o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo To Yo %o Yo Yo Yo Yo %

% Se abre o crea un archivo y se escribe en él para los resultados de
valores interpolados

fid=fopen('result_MR_Hermite.txt’,'w’);
Fprintf(fid, FHFH R R AR AR AR 1))

hora=clock;
fprintf(fid,’Resultado ejecutado el dia %d- %d- %d alas %d : %d = %d\n',...
hora(3),hora(2),hora(1),hora(4),hora(5),fix(hora(6)));
Fprintf(fid, FH RO 1\ 1)
fprintf(fid,” 7of \n' rat);
for i=1:nd

fprintf(fid,” e ";normal AAp(i));
end
fprintf(fid,” e “te \n' Eg medio_AAp_normal,Eg maximo_AAp_normal);
for i=1:nd

fprintf(fid,” e ";norma2_AAp(i));
end
fprintf(fid,” e e \n',Eg_medio_AAp_norma2,Eg maximo_AAp_norma2);
for i=1:nd

fprintf(fid,” e "normal AAp(i));
end
fprintf(fid,” e Ve \n',Eg_medio_AAp_normal,Eg maximo_AAp_normal);
for i=1:nd

fprintf(fid,” “e ";normal _ArAp(i));

?



26 CAPITULO 4. ALGORITMOS CODIFICADOS EN MATLAB.

end
fprintf(fid,” e Ye \n', Eg_medio_ArAp_normal,Eg_maximo_ArAp_normal);
for i=1:nd
fprintf(fid,” e "norma2_ArAp(i));
end
fprintf(fid,” "te “e \n', Eg_medio_ArAp_norma2,Eg_maximo_ArAp_norma2);
for i=1:nd
fprintf(fid,” e ";normal ArAp(i));
end
fprintf(fid,” e e \n’, Eg_medio_ArAp_normal,Eg_ maximo_ArAp normal);

fclose(fid);

% salida grafica de los datos originales, los datos con ruido
% y los datos aproximados

for i=1:nd
figure(i);
hold on;
plot(A(i,:),’k’,’LineWidth’,1);
plot(Ar(i,:),’b’, LineWidth’ 1);
plot(Ap(i,:),r’,’LineWidth’ 1);
legend("Datos Originales’,’Datos con Ruido’,’Datos Aproximados’);
texto_titulo=["Derivada ',;num2str(i-1)];
title(texto_titulo);
end

end

Se puede observar, que para poder realizar la interpolacién de Hermite,
ha sido preciso utilizar programas adicionales al visto anteriormente, y que
se muestran a continuacion.



4.1. ALGORITMOS PARA LA MULTIRRESOLUCION VECTORIAL DE HERMITE.57

4.1.2. Descender.

Este algoritmo utiliza la predicciéon para descender en la piramide de
multirresolucion.

function [mrA]=descender(Ar,h,] fron,met,pos)

% Este programa va desciendo en la pirdamide de multirresolucién mediante
% la prediccién dada por la interpolacién de Hermite

%

% [mrA]=descender(Ar,h,l fron,met,pos);

0‘0

% Variables de entrada:

% Ar datos iniciales en la escala superior. Cada fila corresponde a
% valores puntuales de la funcién y sus respectivas derivadas.

% h espaciado entre los nodos

% 1 niveles de multirresolucién

% fron tipo de tratamiento en la frontera:

% 'p’ periddico 'i’ hacia el interior

% ’s’ simétrico, 'a’ antisimétrico

% ¢’ extendido con ceros

% met es un vector que indica cuantos nodos se toman en la interpolacién
% de Hermite y cuantas condiciones hay sobre cada nodo

% pos posicién del extremo izquierdo del intervalo de aproximacion
% [x_j,x_{j+1}] dentro del conjunto de nodos

%

% Variables de salida:

% mrA versién de multirresolucién de los datos

%o

% Ejemplo de aplicacién:

% syms x;

% f="sin(x)’;

% x1=linspace(0,2*pi,129);

% h=x1(2)-x1(1);

% for i=1:2

% A(i,:)=subs(diff(f,i-1),x1);

% end

% [mrA]=descender(A h,3,’p’,[2,2],1)
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% definimos x como variable simbdlica
syms x

% tamano de los datos

[nd,n]=size(Ar);

% numero de nodos en que esta basada la prediccion
num=length(met);

% numero de intervalos que requieren datos extra en la frontera
nif=num-pos-1; % ntmero de intervalos fuera

% bucle para los niveles de multirresolucién

for k=1:1

% actualizamos el espaciado h

h=2%h;

% nodos con que construir la aproximacion de Hermite
nodos=linspace(0,(num-1)*h,num);

% valores significativos de la escala inferior
fl=Ar(1:nd,1:2:n);
nkl=(n-1)/2+1; % dimensién de una escala inferior

% célculo de los primeros detalles en la frontera izquierda

% % %0 %0 Jo %o Jo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Jo Yo Yo Yo Yo Yo

if fron=="p’

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for i=1:nif

pf=nif-i+1; % puntos fuera del intervalo
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pd=num-pf;
datos=[f1(:,nk1-pf:ink1-1) f1(:,1:pd)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
£2(1,1)=Ar(1,2*i)-pred(1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
£2(j,i)=Ar(j,2%)-pred(;);
end

end
elseif fron=="1’

pf=0;
pd=num;
datos=[f1(:,1:pd)];

for i=1:nif
xa=(i-0.5)*h;

for j=1:num-pos-+i
for cf=1:met(j+pos-i)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
for j=num-pos+i+1:num
for cf=1:met(pos-i)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end

[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;



60 CAPITULO 4. ALGORITMOS CODIFICADOS EN MATLAB.

2(1,1)=Ar(1,2*1)-pred(1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
£2(3, )= Ar(],2%)-pred });
end
end

elseif fron=="g’

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for i=1:nif
pf=nif-i+1; % puntos fuera del intervalo
pd=num-pf; % puntos dentro
datos=[f1(:,pf+1:-1:2),f1(:,1:pd)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(ct,j)/factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
£2(1,1)=Ar(1,2*i)-pred(1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
£2(3,)=Ar(j, 2%)-pred i)

end

end

elseif fron=="a’

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
70 donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for i=1:nif
pf=nif-i+1; % puntos fuera del intervalo
pd=num-pf; % puntos dentro
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datos=[2*f1(:,1)-f1(:,pf+1:-1:2),f1(:,1:pd)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
£2(1,1)=Ar(1,2*i)-pred(1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
£2(3,1) =Ar(j,2%)-pred(i):
end

end

elseif fron=="c¢’
xa=(pos-0.5)*h;

for i=1:mif
pf=nif-i+1;
pd=num-pf;
datos=|zeros(nd,pf),f1(:,1:pd)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j)/factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
£2(1,1)=Ar(1,2*i)-pred(1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
£2(3,i) =Ar(j,2%)-pred(j):
end
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end

end

% calculo de los detalles intermedios

% % %0 T Yo To Yo Yo To Yo Yo To Yo Yo Yo Yo To Yo Yo To Yo Yo Yo Yo To Yo %o Yo o

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas

for i=nif+1:nk1-nif-1

datos=f1(:,i-pos+1:i+num-pos);
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j)/factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
f2(1,1)=Ar(1,2*1)-pred(1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
£2(),i)=Ar(j,2%)-pred();
end

end

% cédlculo de los iltimos detalles en la frontera derecha
% % % % % % % % % %o %0 % % % % % % %o %o % % % % % %o %o % % %

b

if fron==’

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for i=nk1-1:-1:nk1-nif
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pf=i-nkl+num-pos;
pd=num-pf;
datos=[f1(:,;nk1-pd+1:nk1),f1(:,2:pf+1)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
f2(1,1)=Ar(1,2*i)-pred(1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
f2(J71):Ar(J72*1)'pred(J)v
end

end

elseif fron=="1’

pf=0;
pd=num;
datos=[f1(:,nk1-pd+1:nkl)];

for i=nk1-1:-1:nk1-nif
xa=(num-nk1+i-0.5)*h;

for j=1:num-pos-nk1+i
for cf=1:met(num-j+1)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
for j=num-pos+i-nkl+1:num
for cf=1:met(j-num+pos-i+nkl)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
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[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
£2(1,1)=Ar(1,2*i)-pred(1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
£2(3,)=Ar(j, 2%)-pred i)
end
end

elseif fron=="¢’

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for i=nk1-1:-1:nk1-nif
pf=i-nkl+num-pos; 7 puntos fuera del intervalo
pd=num-pf; % puntos dentro
datos=[f1(:,nk1-pd+1:nk1),f1(:,nk1-1:-1:nk1-pf)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j)/factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
2(1,1)=Ar(1,2*1)-pred(1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
£2(3.1)=Ar(j 2%)-pred (j);
end

end

elseif fron=="a’
xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas

for i=nk1-1:-1:nk1-nif
pf=i-nkl+num-pos; "0 puntos fuera del intervalo
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pd=num-pf;
datos=[f1(:,nk1-pd+1:nk1),2*f1(:,nk1)-f1(:,nk1-1:-1:nk1-pf)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
£2(1,1)=Ar(1,2*i)-pred(1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
£2(j,i)=Ar(j,2%)-pred(;);
end

end
elseif fron=="c¢’
xa=(pos-0.5)*h;

for i=nk1-1:-1:nk1-nif
pf=i-nkl-+num-pos;
pd=num-pf;
datos=[f1(:,nk1-pd+1:nkl),zeros(nd,pf)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
f2(1,i)=Ar(1,2*i)-pred(1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
£2(7,1) =Ar(j,2")-pred(j):
end
end
end
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% actualizacién de variables

Ar(:,1:n)=[f1,£2]; clear f1; clear f2;
n=nk1;

% se cierra el bucle de los niveles de multirresolucién
end

mrA=Ar;
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4.1.3. Ascender.

Utilizamos esta funcién, para ir ascendiendo en la pirdmide de multirre-
solucion mediante la prediccién dada por la interpolacion de Hermite.

function Ap=ascender(mrAt,h,l fron,met,pos)

% Este programa va ascendiendo en la pirdmide de multirresolucién me-
diante

% la prediccién dada por la interpolacién de Hermite

%

% Ap=ascender(mrAt,h,1,fron,met,pos)

0y,

)

% Variables de entrada:

% mrAt version de multirresolucion de los datos ya truncada. Cada fila co-
rresponde a

% la multirresolucion de la funcién y sus respectivas derivadas.

% h espaciado entre nodos

% 1 niveles de multirresolucién

% fron tipo de tratamiento en la frontera:

% 'p’ periédico 'i’ hacia el interior

% ’s’ simétrico, 'a’ antisimétrico

% ¢’ extendido con ceros

% met es un vector que indica cuantos nodos se toman en la interpolacion
% de Hermite y cuantas condiciones hay sobre cada nodo

% pos posicién del extremo izquierdo del intervalo de aproximacién
% [x_j,x{j+1}] dentro del conjunto de nodos

%

% Variables de salida:

% Ap aproximacién de los datos originales

%

% Ejemplo de aplicacion:

% Ejemplo de aplicacién:

% syms x;

% t="sin(x)’;

% x1=linspace(0,2*pi,129);

% h=x1(2)-x1(1);

% for i=1:2

% A(i,:)=subs(diff(f,i-1),x1);

% end

% [mrA]=descender(A,h,3,'p’,[2,2],1)
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% Ap=ascender(mrA,h,3,p’,[2,2],1)

% definimos x como variable simbdlica

syms X

% tamano de los datos
[nd,n)=size(mrAt);

% numero de nodos en que estd basada la prediccion

num=length(met);

% numero de intervalos que requieren datos extra en la frontera
nif=num-pos-1; % nimero de intervalos fuera

% numero de coeficientes significativos en el nivel mas bajo de
% multirresolucién
nkl=(n-1)/(2"1)+1;

% construimos el paso h en la tltima escala

h=2"1*h;

% se trata del bucle para los niveles de multirresolucién
for k=L:-1:1

% nodos con que construir la aproximacién de Hermite
nodos=linspace(0,(num-1)*h,num);

% hacemos el proceso inverso que en la codificacion
n=2%nk1-1; % tamano de la escala superior

fl=mrAt(1:nd,1:nk1);
f2=mrAt(1:nd,nk1+1:n);
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% % %0 %0 % % % % % %o %o %o %o % %0 % % %o %o %o %o %o %o %
% valores significativos impares de la escala superior

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

mrAt(1:nd,1:2:n)=f1(1:nd,1:nk1);

% %0 %0 %0 %0 % Y0 %o %o %o %o Yo %0 %0 %0 %o %o Yo Yo Yo %o %o Yo Yo
% valores significativos pares de la escala superior

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% célculo de los primeros detalles en la frontera izquierda

% % % % % % % % % % % % % % % %0 %o %o %o %o % % % % %o %o % % %
if fron=="p’

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for i=1:nif
pf=nif-i+1; % puntos fuera del intervalo
pd=num-pf; % puntos dentro
datos=[f1(:,nk1-pfink1-1),f1(:,1:pd)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
mrAt(1,2%)=pred(1)+£2(1,i);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
mrAt(j,2%1)=pred(j)+£2(j,1);
end

end

elseif fron=="1’
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pf=0; % puntos fuera del intervalo
pd=num; " puntos dentro
datos=[f1(:,1:pd)];

for i=1:nif

xa=(i-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for j=1:num-pos+i
for cf=1:met(j+pos-i)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j)/factorial(cf-1);
end
end
for j=num-pos+i+1:num
for cf=1:met(pos-i)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j)/factorial(cf-1);
end
end

[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
mrAt(1,2*%)=pred(1)+2(1,);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
mrAt(j,2*)=pred(j)+£2(j,1);
end
end

elseif fron=="s’

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for i=1:nif
pf=nif-i+1; % puntos fuera del intervalo
pd=num-pf; 0 puntos dentro
datos=[f1(:,pf+1:-1:2),f1(:,1:pd)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(ct,j)/factorial(cf-1);
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end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
mrAt(1,2*)=pred(1)+{2(1,i);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
mrAt(j,2*1)=pred(j)+£2(j,1);
end

end

elseif fron=="a’
xa=(pos-0.5)*h;

for i=1:nif
pf=nif-i+1;
pd=num-pf;
datos=[2*f1(:,1)-f1(:,pf+1:-1:2),f1(:,1:pd)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j} (cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
mrAt(1,2*)=pred(1)+2(1,i);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
mrAt(j,2*1)=pred(j)+£2(j,1);
end

end
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elseif fron=="c’

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for i=1:nif
pf=nif-i+1; % puntos fuera del intervalo
pd=num-pf; % puntos dentro
datos=[zeros(nd,pf),f1(:,1:pd)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j)/factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
mrAt(1,2*%)=pred(1)+£2(1,i);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
mrAt(j,2*)=pred(j)+£2(j,1);
end

end

end

% calculo de los detalles intermedios

% % % Y0 %0 %o To Yo To Yo Yo Yo Yo %o To Yo Yo Yo Yo To Yo Yo Yo Yo %o Jo Yo Yo %

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas

for i=nif+1:nkl-nif-1

datos=f1(:,i-pos+1:i+num-pos);
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j)/factorial(cf-1);
end
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end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
mrAt(1,2*1)=pred(1)+£2(1,1);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
mrAt(j,2*i)=pred(j)+£2(j,i);
end

end

% calculo de los tltimos detalles en la frontera derecha

% %0 %0 %0 % %0 0 %o %o Yo Yo %o %0 Y0 To Yo Yo Yo Yo %0 Y0 Yo To Yo Yo Yo %o %o %
if fron=="p’

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for i=nk1-1:-1:nk1-nif
pf=i-nkl4+num-pos; "0 puntos fuera del intervalo
pd=num-pf; % puntos dentro
datos=[f1(:,nk1-pd+1:nk1),f1(:,2:pf+1)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j)/factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
mrAt(1,2*%1)=pred(1)+2(1,i);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
mrAt(j,2%)=pred(j)+£2(j,1);
end

end
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elseif fron=="1’

pf=0; % puntos fuera del intervalo
pd=num; " puntos dentro
datos=[f1(:,nk1-pd+1:nk1)];

for i=nk1-1:-1:nk1-nif

xa=(num-nk1+i-0.5)*h; 7 abscisa intermedia del intervalo
)

% considerado donde evaluar el polinomio y sus derivadas

for j=1:num-pos-nkl+i
for cf=1:met(num-j+1)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j)/factorial(cf-1);
end
end
for j=num-pos+i-nkl+1:num
for cf=1:met(j-num+pos-i+nk1)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j)/factorial(cf-1);
end
end

[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
mrAt(1,2*%)=pred(1)+2(1,);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
mr At(3,2%) =pred(j)-+2(;.1):
end
end

elseif fron=="g’

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for i=nk1-1:-1:nk1-nif

pf=i-nkl-+num-pos; "0 puntos fuera del intervalo
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pd=num-pf;
datos=[f1(:,;nk1-pd+1:nk1),f1(:,nk1-1:-1:nk1-pf)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
mrAt(1,2*)=pred(1)+£2(1,i);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
mrAt(j,2*1)=pred(j)+£2(j,1);
end

end
elseif fron=="a’
xa=(pos-0.5)*h;

for i=nk1-1:-1:nk1-nif
pf=i-nkl-+num-pos;
pd=num-pf;
datos=[f1(:,;nk1-pd+1:nk1),2*f1(:,nk1)-f1(:,nk1-1:-1:nk1-pf)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j) /factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
mrAt(1,2*%1)=pred(1)+2(1,i);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
mrAt(j,2%)=pred(j)+£2(j,1);
end

end
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elseif fron=="c¢’

xa=(pos-0.5)*h; % abscisa intermedia del intervalo considerado
% donde evaluar el polinomio y sus derivadas
for i=nk1-1:-1:nk1-nif
pf=i-nkl+num-pos; 70 puntos fuera del intervalo
pd=num-pf; % puntos dentro
datos=[f1(:,nk1-pd+1:nkl),zeros(nd,pf)];
for j=1:num
for cf=1:met(j)
condiciones{j}(cf)=datos(cf,j)/factorial(cf-1);
end
end
[dp,ya]=Hermite(nodos,condiciones,xa);
pred(1)=ya;
mrAt(1,2%)=pred(1)+2(1,);
for j=2:nd
dp=diff(dp,1);
pred(j)=subs(dp,xa);
mrAt(j,2*)=pred(j)+£2(j,1);
end

end

end

% actualizacién de variables

nkl=n;
h=h/2;
(

% se cierra el bucle de los niveles de multirresolucion

end

Ap=mrAt;
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4.1.4. Factorial.

Esta rutina se utiliza tanto en el programa descender como en el programa
ascender. Realiza el factorial de un niimero entero n.

function nfac=factorial(n)

% Este programa calcula el factorial de un ntimero entero dado
% nfac=factorial(n)

% Variables de entrada:

% n numero natural del cual se calcula su factorial

% Variables de salida:

% nfac n*(n-1)*...%2*1

if n==0 — n==1

nfac=1;
else
nfac=n;
for i=n-1:-1:2
nfac=nfac*i;
end

end
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4.1.5. Diferencias divididas generalizadas.
function [filal,tabla,nc]=diferencias_divididas_generalizadas(nodos,condiciones)

% Este programa calcula las diferencias divididas generalizadas

% [filal,tabla,nc]=diferencias_divididas_generalizadas(nodos,condiciones);
% Variables de entrada:

% nodos son las abscisas donde se imponen las condiciones

% condiciones es una celda que contiene tantos vectores como nodos. Cada
% vector contiene los datos [f(xi),f’(xi),f” (xi)/2!,

% ..., f(ni)(xi)/(ni)!]

% Variables de salida:

% filal contiene los coeficientes para formar el polinomio interpolador

% de Hermite

% tabla contiene el cuadro completo de las diferencias divididas

% nc nimero de condiciones que hay en cada nodo

%

% Ejemplo:

% Construir la tabla de diferencias divididas generalizadas con los datos
% x0=1; x1=2;

% f(x0)=1, f'(x0)=2

% f(x1)=-1, f’(x1)=3, " (x1)=4

% lfilal,tabla,nc|=diferencias_divididas_generalizadas([1,2],{[1,2],-1,3,2]})

% numero de nodos

n=length(nodos);

% numero de condiciones en cada nodo

nc_total=0;

for i=1:n
nc(i)=length(condiciones{i});
nc_total=nc_total4+nc(i);

end

% inicializamos la tabla a cero

tabla=zeros(nc_total,nc_total+1);
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% completamos las primeras dos columnas

posicion=1;
for i=1:n
for j=1:nc(i)
tabla(posicion,1)=nodos(i);
tabla(posicion,2)=condiciones{i}(1);
posicion=posicion+1;
end
end

% completamos el resto de la tabla

for i=3:nc_total+1 % columna
for j=1:nc_total-i+2 % fila

% comprobamos si todos los nodos son iguales o no para aplicar

% una regla de célculo u otra

if tabla(j,1)==tabla(j+i-2) % son todos los nodos iguales
tabla(j,i)=condiciones{find(tabla(j,1)==nodos) } (i-1);

clse
tabla(j,i)=(tabla(j41,i-1)-tabla(j,i-1))/(tabla(j+i-2)-tabla(j,1));

end

end
end

filal=tabla(1,:);
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4.1.6. truncarvp.

Por dltimo, la siguiente funcion ha sido utilizada para truncar los detalles
del vector multirresolucionado.

function [c,rat]=truncarvp(a,l,trun)

% funcion que trunca los detalles del vector multirresolucionado a

% discretizacion por valores puntuales

% c=truncarvp(a,ltol)

% Variables de entrada:

% a matriz de multirresolucién vectorial a la que truncarle los detalles
% 1 niveles de multirresolucién

% trun es la tolerancia de truncamiento, introducida en forma

% de vector para permitir diferente truncamiento segin se

% trate de valores de funcion o de valores de alguna derivada.

% La primera entrada indica el método de truncamiento.

% trun=[1,com| se queda con los %com detalles mayores

% trun=[0,tol] indica la tolerancia de truncamiento, se queda con los
% detalles mayores en valor absoluto

% Variables de salida:

% ¢ vector con los detalles truncados

% rat porcentaje de detalles no cero

[nd,n]=size(a);
nl=(n-1)/2"141;

if trun(1)==0 % se truncan los detalles menores que una tolerancia

tol=trun(2:end);
Itol=length(tol);

if Itol==1 % tolerancia fija independiente de la derivada que sea
c=[a(:,1ml),a(:,;n1+1:n).*(abs(a(:,nl+1:m))>=trun(2))};

elseif ltol==nd % tolerancia dependiente de la derivada considerada
for i=1:nd

c(i,l:n)=[a(i,1:nl),a(i;nl+1:n).*(abs(a(i,nl+1:m))>=tol(i))];

end

end

nz=nnz(c(:,nl+1:n));
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rat=nz*100/(n-n1)/nd;
else % nos quedamos con un porcentaje de los detalles

com=trun(2:end);
lcom=length(com);

if lcom==1 % porcentaje global independiente de la derivada que sea
% nos quedamos con los num_det mayores coeficientes de detalle
num_det=floor(com™(n-n1)*nd/100);

c=a(:,nl+1:m);

c=reshape(c,1,nd*(n-nl)); "0 interpreta la matriz ¢ en forma de vec-
tor

[y,ind]=sort(abs(c), descend’); % ordenamos los coeficientes de mayor
a menor valor absoluto

y=c(ind); % deja los coeficientes ordenados pero con signo

y(num_det+1:end)=0; % ecliminamos los menos significativos

c(ind)=y; % pone en posicién los coeficientes ya truncados

c=reshape(c,nd,n-nl); 7 vuelve a forma de matriz

a(:,nl+1:m)=c; % copia en a los coeficientes truncados

elseif lcom==nd % porcentaje dependiente de la derivada considerada
for i=1:nd

% nos quedamos con los num_det mayores coeficientes de detalle

num_det=floor(com(i)*(n-n1)/100);

c=a(i,nl+1:n);

[y,ind]=sort(abs(c), descend’); % ordenamos los coeficientes de ma-
yor a menor valor absoluto

y=c(ind); % deja los coeficientes ordenados pero con signo

y(num_det+1m-n1)=0; % climinamos los menos significativos

c(ind)=y; % pone en posicién los coeficientes ya truncados

a(i,nl4+1:n)=c; % copia en a los coeficientes truncados

end
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end
c=a;

nz=nnz(c(:,nl+1m));
rat=nz*100/(n-n1) /nd;

end
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Capitulo 5

Interfaz Grafica.

Se ha utilizado el entorno grafico de Matlab (GUIDE) para codificar los
algoritmos necesarios, con el fin de que el usuario pueda interactuar con
el programa de una manera més sencilla y sin necesidad de tener amplios
conocimientos del Matlab.

5.1. Ejecucién de la Interfaz Grafica

Una vez abierto Matlab, debemos situar el directorio de trabajo en el
lugar adecuado. Esto es, en la ruta

“./PFC/Interfaz Grafica”.

Para ejecutar la interfaz grafica, debemos introducir en la linea de co-
mandos de Matlab el siguiente comando:

>> MR_Vectorial_De_Hermite.

Esta orden, nos lleva directamente a la interfaz principal del programa de
usuario descrita en el siguiente apartado (Figura 5.1).

5.2. Documentacion de la Interfaz Grafica

A continuaciéon procederemos a describir la interfaz principal de usuario
(Figura 5.1), dividiéndola en dos partes: Ment y Cuadro Central.

85
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B MR Vectorial De_ Hermite = e
Ayuda ~
ﬂ! MULTIRRESOLUCION VECTORIAL DE HERMITE

iy

DATOS INICIALES.

RUIDO
Funcidn Mimera de derivadas :
) lgual para todas las derivadas
) i Introcucir valores
e Q NP de puntos ) Dependiente de |a derivada
Cargar desde un fichero CARGAR NOMERO DE ESCALAS

TRATAMIENTO EN LA FRONTERA.

TRUNCAMIENTO.

. Periddico ) Simétrico Antisimétrico
() Hacia el interior Extendido con ceros - Portolerancia
Igual para todas las derivadas
TIPO DE INTERPOLACION DE HERMITE Dependiente de Ia derivada Introcucir valores
MN® de puntos a la izquierda incluyendo el central COMPLETAR Por tanto por ciento de detalles
N de puntos a la derecha 1 Igual para todas las derivadas
1 Dependiente de 13 derivada Introcucir valores
APLICAR | cerrar erAFICAS | [ smr ]

Profesor: Juan Carlos Trillo Moya Alumno: Jesus Liamas Mungula

l ABRIR FICHEROS ‘ RESET

Figura 5.1: Interfaz grafica principal de usuario.

5.2.1. Menu Principal

La interfaz principal de usuario cuenta con un menu en la parte superior
izquierda (Figura 5.2) que consiste en una opcién que puede desplegarse para
llevar a cabo diferentes configuraciones.

N MR Vectorial_De_Hermite "R

Aoyuda

Figura 5.2: Menu de usuario.
Vamos a describir dicho ment y las diferentes opciones.

= Ayuda
Este ment contiene un tutorial del manejo de la interfaz gréafica e in-
formacién general acerca del proyecto (Figura 5.3).

e Tutorial
Seleccionando esta opcion se abrird un tutorial en formato pdf que
contiene indicaciones sobre el manejo de la interfaz gréfica.
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u MRE_Vectonal_De_Hermite _

' Loyuda
Tutorial  Ctrl+T
Acerca de Ctrl+4

Figura 5.3: Subments de ayuda.

e Acerca de

87

Seleccionando esta opcién recibiremos informacién general acerca

del proyecto (Figura 5.4).

r
J acerca_de: Bloc de notas

Archive Edicion Formato  Ver Ayuda

| MULTIRRESOLUCION VECTORIAL DE HERMITE

Este programa realiza la multirresolucion vectorial utilizando la interpolacion
de Hermite como operador de prediccidn.

Creado y desarrollado en el Departamento de Matemdtica Aplicada y Estadistica
de la Universidad Politécnica de Cartagena.

Este programa es parte del proyecto final de carrera de Jesids Llamas Munguia,

=

realizado bajo 1a superwvisidn y direccidn de Juan carlos Trillo Moya,
profesor del departamento de Matemdtica Aplicada y Estadistica de 1a universidad
Politécnica de Cartagena.

alumno de Ingenjerfa Industrial(Escuela Técnica superior de Ingenieria Industrial).

Figura 5.4: Informacién general acerca del proyecto.

5.2.2. Cuadro Central

Por “Cuadro Central” entendemos el resto de campos que forman la In-
terfaz Gréfica (Figura 5.1). Debemos configurar cada campo segin los reque-
rimientos. Iremos explicando campo a campo el significado de cada uno de

ellos.

s Datos iniciales

Debemos empezar introduciendo como datos iniciales: la funcién a con-
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siderar, el nimero de derivadas, el intervalo donde discretizar y el nime-
ro de puntos donde hacerlo. Se presenta la opcion de cargar los datos
mencionados desde un fichero. (Figura 5.5).

DATOS INICIALES

Funcidn Ndmero de derivadas

Intervalo Q N de puntos

Cargar desde un fichero CARGAR

Figura 5.5: Cuadro de Datos Iniciales.

= Ruido
Este cuadro hace referencia al nivel de ruido que se suma a los datos
iniciales, teniendo la posibilidad de introducir el mismo valor de ruido
para la funcién y sus derivadas, o un nivel de ruido distinto. (Figura
5.6). Si se elige la segunda opcién, para introducir dicho ruido, se abre
una nueva ventana para ello.(Figura 5.7).

RUIDO

' lgual para todas las derivadas

Dependiente de la derivada Introducir valores

Figura 5.6: Ruido.

(B Ruido o=

Ruido para la funcion

Ruido para la primera derivada
Ruido para la segunda derivada {
Ruido para la tercera derivada
b Ruido para la cuarta derivada

Ruido para la quinta derivada

Figura 5.7: Ruido dependiente de la derivada.
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= Tratamiento en la frontera
Como el nombre del campo indica, se debe elegir el tipo de tratamiento
que se quiere tomar en la frontera. (Figura 5.8).

TRATAMIENTO EN LA FRONTERA
Periddico | Simétrico Antisimétrico

Hacia el interior usando Lagrange Extendido con ceros

Figura 5.8: Tratamiento en la frontera.

= Nimero de escalas
Se trata de introducir los niveles de multirresolucién que desciendes.

(Figura 5.9).

NIMERO DE ESCALAS

Figura 5.9: Numero de escalas.

= Truncamiento

En este apartado, tenemos que introducir el nivel de truncamiento. Hay
dos opciones, introducir la tolerancia o el porcentaje de detalles guar-
dados. Dentro de estas dos opciones, se ofrece la posibilidad de que
el truncamiento sea igual o distinto segin sean valores de funcién o
valores de derivadas.(Figura 5.10). Pulsando el botén “Introducir valo-
res”, se abrird una nueva ventana que permita rellenar el truncamiento,
tanto por tolerancia como por porcentaje de detalles, en funcién de la
derivada. (Figura 5.11).(Figura 5.12)

TRUNCAMIENTO

' Por tolerancia
lgual para todas las derivadas
Dependiente de la derivada Introducir valores
Portanto por ciento de detalles

lgual para todas las derivadas

Dependiente de la derivada Introducir valores

Figura 5.10: Truncamiento.
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)

Figura 5.12: Truncamiento por porcentaje de detalles en funcion de la deri-
vada.

= Tipo de interpolacién de Hermite
En este cuadro, se elige el conjunto de puntos usado para interpolar
de manera local (Figura 5.13). Asi mismo, con el botén “completar”,
se especifica cuantas derivadas se consideran sobre cada punto.(Figura
5.14).
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TIPO DE INTERPOLACION DE HERMITE
N de puntos a la izguierda incluyendo el central COMPLETAR

N de puntos a la derecha

Figura 5.13: Tipo de interpolaciéon de Hermite.

r M
Interpolacion_Hermite = 2

H? de derivadas sobre el primer punto
H° de derivadas sobre el segundo punto
H" de derivadas sobre el tercer punto

N" de derivadas sobre el cuarto punto
H° de derivadas sobre el quinto punto

H° de derivadas sobre el sexto punto

i H° de derivadas sobre el séptimo punto
| H" de derivadas sobre el octavo punto I
N° de derivadas sobre el noveno punto

i H° de derivadas sobre el décimo punto |

Figura 5.14: Numero de derivadas sobre cada punto.
= Botones de la Interfaz Este conjunto de botones, ofrece la posi-

bilidad de llevar a cabo una serie de operaciones que se describen a
continuacién.(Figura 5.15).

| CERRAR GRAFICAS | [ samr |

APLICAR
[ ABRR FICHERDS ] | RESET |

Figura 5.15: Botones de la interfaz.

e RESET: resetea todos los campos de la interfaz a sus valores de
inicio, ademas, se cierran todas las graficas que estén abiertas.

e CERRAR GRAFICAS: se cierran todas las graficas abiertas.
A diferencia de “RESET” no afecta a los valores de los campos de
la interfaz.
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e SALIR: se sale del programa automaticamente.

e APLICAR: ejecuta el programa y muestra los resultados obte-
nidos.

e ABRIR FICHEROS: permite abrir en un fichero aparte, los
resultados obtenidos al ejecutar el programa.

5.3. Ejemplo de uso de la Interfaz Grafica

A continuacién se explica un ejemplo préactico del uso de la interfaz. Va-
mos completando los campos secuencialmente como se ha descrito en el apar-
tado anterior. De esta manera, una de las posibles configuraciones podria ser
la que se contempla en la Figura 5.16.

MR_Vectorial_De_Hermite (o] [t
Ayuda =

‘g&‘f’ MUL TIRRESOLUCION VECTORIAL DE HERMITE
DATOS INICIALES. RUIDO
@ Funcién sin(x) Mimero de derivadas 2 @ Igual para todas las derivadas o
s A [1] NP da punias | 125 Dependiente de la derivada
B 2%pi
Cargar desde un fichero CARGAR NOMERO DE ESCALAS
3
TRATAMIENTO EN LA FRONTERA.
TRUNCAMIENTO
@ Periddico Simétrico Antisimétrico

@ Por tolerancia

Hacia el interior Extendido con ceros

TIPO DE INTERPOLACION DE HERMITE

@ lgual para todas las derivadas

Dependiente de la derivada

0.000001

N® de puntos a la izquierda incluyendo el central 2 ‘COMPLETAR Par tanto por ciento de detalles
N de puntas a la derecha 2 Igual para todas las derivadas
Dependiente de la derivada
CERRAR GRAFICAS SALR
APLICAR | | | ‘
S Profesor: duan Carlos Trilio oz Alwrno: Sesis Llamas Munguia
[ aBRR FicrERos | RESET

Figura 5.16: Ejemplo de configuracién de la interfaz.

Una vez rellenados todos los campos, le damos al botéon APLICAR y
obtenemos una representacién de todos los puntos interpolados, con los datos
originales, los datos aproximados y los datos con ruido de la funcién y de las
derivadas que hayamos puesto, en este caso 1 derivada (Figura 5.17), (Figura
5.18).
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u Figure 1 =RREl X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k]
NEHL L ARUDEL- Q|0 =D
Derivada 0
15

Datos QOriginales
Datos con Ruido
Datos Aproximados

0.5

-

1 1
0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 5.17: Grafica de datos de la funcion.

Por tltimo, presionando el boton ABRIR FICHEROS, obtenemos un fi-
chero que contiene en primer lugar el porcentaje de detalles que no son cero y
en segundo lugar, los errores en cada derivada y los errores medio y maximo,
segin la norma 1, norma 2 y norma Infinito (Figura 5.19).
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E PIRNEEE R PAREEDE

— Datos Originales
— Datos con Ruido
— Datos Aproximados

Figura 5.18: Grafica de datos de la primera derivada.
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m_wl result_MR_Hermite: Bloc de notas

[E=EEEES)

Archive  Edicién

Formate Ver

Ayuda

100. 000000

.171015e-003
. 569508e-005
. 961347e-003
. 000000e+000
. 000000e+000
. 000000e+000

[=F=NaRT-JNRT,|

4.689961e-003
2.917346e-005
9.797484e-003
£
3
1

224703e-017

.217815e-033
.110223e-016

.930488e-003
. 243427 e-005

4
3
a,
1
1
3

879415e-003

.612352e-017
. 608907e-033
. 351115e-017
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Figura 5.19: Fichero de datos obtenidos.
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Capitulo 6

Experimentos Numéricos.

En este capitulo vamos a aplicar los algoritmos estudiados a algunos ejem-
plos numéricos.

6.1. Interfaz.

En el capitulo anterior hemos visto el funcionamiento de la interfaz grafica
desarrollada. Vamos a ver ahora varios ejemplos de su utilizacion. Queremos
comprobar los diferentes errores que se producen a la hora de llevar a cabo
la multirresolucion vectorial, en funcién del nimero de puntos que se tomen,
el numero de derivadas que usemos, el nivel de ruido introducido o el nivel
de truncamiento utilizado.

En primer lugar, vamos a analizar las graficas que nos proporciona el
programa cuando introducimos los parametros que podemos ver en la Figura
6.1. Trabajamos con la funcién f(z) = sinx en el intervalo [0, 27| discretiza-
da con 129 puntos. Utilizamos como reconstrucciéon Hermite de dos puntos,
con informacion sobre la funcién, la primera y la segunda derivada en ca-
da punto. En este primer experimento no introducimos ruido. Utilizamos un
truncamiento que guarda un 10 % de los detalles tanto para la funcién como
para sus derivadas.

Obtenemos las gréaficas de las Figuras 6.2, 6.3 y 6.4, que corresponden
a la funcién, a la primera derivada y a la segunda derivada. Los resultados
numéricos los podemos ver en la Figura 6.5. Se puede ver, como al no intro-
ducir ruido, guardando tan solo un 10 % de los detalles, la aproximacion es
buena para todas las derivadas.
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Figura 6.1: Datos interfaz grafica. Experimento 1.

i 7
 File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

I’Daum hRRUDEL- S0 D

Datos Originales
Datos Aproximados

Figura 6.2: Funcién original y aproximada. Experimento 1: Hermite con 2
puntos, considerando funcién, primera y segunda derivada. Guardamos un
10 % de los detalles tanto en funcién como en cada derivada.

Ahora vamos a ver, como al introducir ruido, el porcentaje de detalles que
nos debemos guardar para que los errores salgan aceptables, es mucho mayor.
En el segundo experimento, se han introducido los datos que se muestran en
la Figura 6.6, guardandonos en este caso un 70 % de detalles en la funcién y
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Figura 6.3: Primera derivada original y aproximada. Experimento 1: Hermite
con 2 puntos, considerando funcién, primera y segunda derivada. Guardamos
un 10 % de los detalles tanto en funcién como en cada derivada.
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Figura 6.4: Segunda derivada original y aproximada. Experimento 1: Hermite
con 2 puntos, considerando funcién, primera y segunda derivada. Guardamos
un 10 % de los detalles tanto en funcién como en cada derivada.

un 100 % de detalles en la primera y segunda derivada.

Obtenemos las graficas de las Figuras 6.7, 6.8 y 6.9, que corresponden
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Figura 6.5: Resultados numéricos. Experimento 1: Hermite con 2 puntos,
considerando funcién, primera y segunda derivada. Guardamos un 10 % de
los detalles tanto en funcién como en cada derivada.
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Figura 6.6: Datos interfaz grafica. Experimento 2.

a la funcién, a la primera derivada y a la segunda derivada. Los resultados
numeéricos los podemos ver en la Figura 6.10. Observamos como un ruido
pequeno de magnitud 0,01 afecta mucho en los errores cometidos y en la tasa
de compresién. Los datos iniciales graficamente parecen los mismos, al haber
incluido ruido de poca intensidad, pero como ya hemos explicado, no lo son.
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Figura 6.7: Funcion original,aproximada y con ruido. Experimento 2: Hermite
con 2 puntos, considerando funcién, primera y segunda derivada. Guardamos
un 70 % de los detalles en la funcién y un 100 % en cada derivada.

u Figure 2 SARCE X |
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ]
NEde kAT DEL- G IF D
Derivada 1
160
Datos Originales
Datos con Ruido
1 Datos Aproximados
05
0 -
SHEL
|
5 L L L L L L I
0 20 40 60 a0 100 120 140

Figura 6.8: Primera derivada original, aproximada y con ruido. Experimento
2: Hermite con 2 puntos, considerando funcién, primera y segunda derivada.
Guardamos un 70 % de los detalles en la funcién y un 100 % en cada derivada.
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Figura 6.9: Segunda derivada original,aproximada y con ruido. Experimento
2: Hermite con 2 puntos, considerando funcién, primera y segunda derivada.
Guardamos un 70 % de los detalles en la funcién y un 100 % en cada derivada.
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Figura 6.10: Resultados numéricos. Experimento 2: Hermite con 2 puntos,
considerando funcion, primera y segunda derivada. Guardamos un 70 % de
los detalles en la funcién y un 100 % en cada derivada.

A continuacién, vamos a analizar las graficas que nos proporciona el pro-
grama cuando introducimos los parametros que podemos ver en la Figura
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6.11. Trabajamos con la funcién f(x) = sinz en el intervalo [0, 27| discreti-
zada con 129 puntos, exactamente igual que en los experimentos anteriores,
pero esta vez utilizamos como reconstrucciéon Hermite de cuatro puntos, con
informacion sobre la funcion y la primera en cada punto. Volvemos a hacer-
lo tanto sin ruido como con ruido. Como en los dos primeros experimentos,
vuelve a ser necesario guardarse diferente porcentaje de detalles.
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Figura 6.11: Datos interfaz grafica. Experimento 3.

En este caso, las gréaficas obtenidas son las de las Figuras 6.12 y 6.13,
que corresponden a funcién y primera derivada. Los resultados numéricos los
vemos en la Figura 6.14.

Por 1ltimo, repetimos el experimento 3, anadiendo 0,01 de ruido. En este
caso, guardando un 70 % de detalles en la funcién y en la primera derivada,
los errores son aceptables. Cuantos més detalles nos guardamos, los resulta-
dos obtenidos son mejores.

Obtenemos las gréficas de las Figuras 6.15 y 6.16, correspondientes a la

funcién y a la primera derivada. En la Figura 6.17 tenemos los resultados
numéricos.

En el siguiente apartado, comentamos otra bateria de experimentos.
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Figura 6.12: Funcién original y aproximada. Experimento 3: Hermite con 4
puntos, considerando funcién y primera derivada. Guardamos un 10 % de los
detalles tanto en funcién como en la primera derivada.
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Figura 6.13: Primera derivada original y aproximada. Experimento 3: Her-
mite con 4 puntos, considerando funcién y primera derivada. Guardamos un
10 % de los detalles tanto en funcién como en la primera derivada.
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Figura 6.14: Resultados numéricos. Experimento 3: Hermite con 4 puntos,
considerando funcién y primera derivada. Guardamos un 10 % de los detalles
tanto en funcién como en la primera derivada.
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Figura 6.15: Funcién original y aproximada. Experimento 4: Hermite con 4
puntos, considerando funcién y primera derivada. Guardamos un 70 % de los
detalles tanto en funcién como en la primera derivada.
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Figura 6.16: Primera derivada original y aproximada. Experimento 4: Her-
mite con 4 puntos, considerando funcién y primera derivada. Guardamos un
70 % de los detalles tanto en funcién como en la primera derivada.
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Figura 6.17: Resultados numéricos. Experimento 4: Hermite con 4 puntos,
considerando funcién y primera derivada. Guardamos un 70 % de los detalles
tanto en funciéon como en la primera derivada.
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6.2. Aproximando derivadas.

En esta seccién vamos a analizar la diferencia de aplicar la multirreso-
lucion escalar a los valores puntuales de una funciéon o la multirresolucién
vectorial a dichos valores de la funciéon y a los valores aproximados de su
derivada en los mismos puntos, tal y como se ha comentado en el apartado
(3.3). Se comparan los dos métodos tanto para una funcién suave sinusoidal
como para una funcion discontinua sinusoidal a trozos.

Los cuatro casos se han llevado a cabo con una compresion del 60 %, sin
ruido y descendiendo 4 niveles de multirresolucion. Se muestra para cada
ejecucion una imagen de la funcién original, su reconstruccién, los detalles
guardados de la funcién, los detalles guardados de la primera derivada y un
resumen de los resultados obtenidos.

6.2.1. Funcién suave sin aproximar la derivada.

Empezamos con una onda completa de la funcién seno como funcion test.
Se trata de una funcion suave, con la cual ambos métodos deberian funcionar
correctamente. Primeramente vamos a aplicar la multirresolucion escalar a
la discretizacién de la funcién con 129 puntos. La grafica de la funcion pue-
de verse en la Figura 6.18. En la Figura 6.19 puede verse la reconstruccion
obtenida usando como operador de prediccion la interpolacion segmentaria
de Lagrange de 4 puntos centrados. También puede verse la localizacién de
los detalles guardados en la Figura 6.20. Y en la Figura 6.21 ofrecemos los
resultados numéricos obtenidos en cuanto a los errores cometidos en la deco-
dificacion.
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Figura 6.18: Funcién seno original.
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Figura 6.19: Reconstruccion de la funcién seno utilizando multirresolucion
basada en interpolacién centrada de Lagrange de 4 puntos, guardando el

60 % de los detalles.

6.2.2. Funcion suave aproximando la primera derivada.

En este apartado vamos a aproximar los valores de la derivada en los
mismos puntos en los que tenemos discretizada la funcién. Y posteriormente
aplicaremos multirresolucion vectorial de Hermite compacta con 2 puntos, y
usando funcién y primera derivada.

En la Figura 6.22 vemos como la reconstrucciéon también es graficamente
buena en este caso. Los detalles guardados de la funcién y de la derivada,
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Figura 6.20: Detalles guardados de la funcién seno, utilizando multirresolu-
cion basada en interpolacion centrada de Lagrange de 4 puntos, y guardando

el 60 % de los detalles.
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Figura 6.21: Resultados utilizando multirresolucion basada en interpolaciéon

centrada de Lagrange de 4 puntos, guardando el 60 % de los detalles.

asi como su localizacién, se ven en la Figura 6.23 y en la Figura 6.24 res-
pectivamente. A continuacién aparecen los errores cometidos en la Figura

6.25.

Se puede ver como los errores son ligeramente mas pequenos en el caso de
aproximar la primera derivada. Esto es debido a que, al guardarnos detalles
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Figura 6.22: Reconstruccion de la funcién utilizando multirresolucién de Her-
mite basada 2 puntos y en funcién y primera derivada, guardando el 60 % de
los detalles totales.
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Figura 6.23: Detalles guardados de la funcién utilizando multirresoluciéon de
Hermite basada 2 puntos y en funcién y primera derivada, guardando el 60 %
de los detalles totales.

en la funcién y en la derivada, nos quedamos con el doble de datos. Aun
asi, son practicamente del mismo orden, porque al aproximar la derivada
estamos introduciendo un error. Mas adelante, vamos a ver los resultados
que se obtienen guardandonos la mitad de los datos.
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Figura 6.24: Detalles guardados de la primera derivada utilizando multi-
rresolucién de Hermite basada 2 puntos y en funciéon y primera derivada,
guardando el 60 % de los detalles totales.
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Figura 6.25: Resultados utilizando multirresolucién de Hermite basada 2 pun-
tos y en funcién y primera derivada, guardando el 60 % de los detalles totales.

6.2.3. Funcién discontinua sin aproximar la derivada.

A continuacion analizamos el caso de una funcién discontinua, aunque
sabemos que en este caso ambos algoritmos al ser inherentemente lineales,
haran una mala aproximacién. Por un lado la multirresolucién basada en
Lagrange con 4 puntos, tendra 3 intervalos afectados por la discontinuidad
por nivel de reconstrucciéon. Por otro lado la reconstruccién compacta de
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Hermite usando 2 puntos sélo cogera la discontinuidad en 1 intervalo. Lo
que ocurre es que en este caso pretendemos aproximar las derivadas, y para
hacerlo también cruzamos la discontinuidad en mas de 1 intervalo.

En la Figura 6.26 vemos la funcién original utilizada. Se trata en este caso
de una funcién sinusoidal a trozos. La reconstrucciéon aparece en la Figura
6.27. Los detalles guardados de la funcién se ven en la Figura 6.28, y en la
Figura 6.29 aparecen los errores cometidos.

B Figure 1 Funcion Original b B e
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Figura 6.26: Funcion original sinusoidal a trozos, con discontinuidad de salto.

6.2.4. Funcion discontinua aproximando la primera de-
rivada.

En este apartado vamos a ejecutar los algoritmos con la misma funcién
discontinua, pero aproximando la primera derivada para comparar los resul-
tados.

Las graficas de la funcion reconstruida, de los detalles guardados tanto
en la funcién como en la derivada, asi como los errores cometidos en la
aproximacién aparecen en las Figuras 6.30, 6.31, 6.32 y 6.33 respectivamente.

En el caso de una funcién con discontinuidad, vemos que los errores son
mayores aproximando la primera derivada que sin aproximarla. La diferencia
entre estos errores, es bastante mayor que la que habia en el caso de la
funcién suave. Esto puede deberse, a que al aproximar la primera derivada
en las zonas con discontinuidad, el error introducido es mayor.
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Bl Figure 2 Funcién reconstruida:  Método: lagrange 1d  Escalas: 4 Com: 60 - e P |
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

DEdS AU EL- 2|08 0D

T
N e LR E

Figura 6.27: Reconstruccion de la funcién utilizando multirresolucién basada

en interpolacién centrada de Lagrange de 4 puntos, guardando el 60 % de los
detalles.
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Figura 6.28: Detalles guardados de la funciéon utilizando multirresolucion

basada en interpolacién centrada de Lagrange de 4 puntos, guardando el
60 % de los detalles.

Mencionar también que los errores son del mismo orden en la funcién dis-
continua que en la suave. Esto ocurre debido a que la compresion es pequena
y por tanto se guarda los detalles alrededor de la discontinuidad y aproxima
bien. Si comprimiéramos més, los errores en la funcién discontinua se dispa-
rarian, mientras que los de la funciéon suave permanecerian dentro de unos
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B Figured:  Datos de salida o o=

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Multirresolucién 1D por Valores Puntuales sin Error Control
Tipo de Funcion: Funcion sinusoidal con discontinuidad de salto
Nombre de la funcién: senos_salto129_d03
Niveles de multirresolucion: 4
Orden de la reconstruccion: 4
Método: lagrange_1d
Compresion: 60
Error norma 1: 2.1324e-009
Error norma 2: 1.3978e-017
Error norma infinito: 1.2792e-008
Tiempo de CPU: 0.0312 segundos

Figura 6.29: Resultados utilizando multirresolucién basada en interpolacion
centrada de Lagrange de 4 puntos, guardando el 60 % de los detalles.

limites aceptables.
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Figura 6.30: Reconstruccion de la funcién utilizando multirresolucién de Her-

mite basada 2 puntos y en funcién y primera derivada, guardando el 60 % de
los detalles totales.
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Figura 6.31: Detalles guardados de la funcién utilizando multirresolucién de
Hermite basada 2 puntos y en funcién y primera derivada, guardando el 60 %
de los detalles totales.
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Figura 6.32: Detalles guardados de la derivada utilizando multirresolucion
de Hermite basada 2 puntos y en funcién y primera derivada, guardando el
60 % de los detalles totales.

6.2.5. Funcion suave aproximando la primera derivada
en la mitad de los puntos.
Como se ha comentado en el punto 3.3, el problema reside en que estamos

doblando el nimero de puntos. Aproximando la primera derivada sélo en los
puntos pares, obtendriamos los siguientes resultados tanto para la funcién
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B Figure5:  Datos de salida = | E )
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help N

Multirresolucién de Hermite con Primera Derivada en 1D para Valores Puntuales
Tipo de Funcion: Funcion sinusoidal con discontinuidad de salto
Nombre de la funcién: senos_salto129_d03
Niveles de multirresolucién: 4
Orden de la reconstruccion: 4
Método: Hermite con primera derivada
Compresion: 60
Error norma 1: 9.7598e-007
Error norma 2: 2.1987e-011
Error norma infinito: 3.9091e-005
Tiempo de CPU: 0.093601 segundos

Figura 6.33: Resultados utilizando multirresolucién de Hermite basada 2 pun-
tos y en funcién y primera derivada, guardando el 60 % de los detalles totales.

suave como para la funcién discontinua. En el caso de la funcién suave, en
la Figura 6.34 podemos ver la reconstruccion realizada. En las Figuras 6.35
y 6.36 se ven los detalles guardados. Y en la Figura 6.37, observamos los

resultados numéricos de los errores cometidos.

Bl Figure 2 Funcién reconstruida:  Método: Hermite primera derivada  Escalas: 4 Com: 60
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Figura 6.34: Reconstruccion de la funcién utilizando multirresolucion de Her-
mite basada 2 puntos y en funcién y primera derivada aproximada en la mitad
de puntos, guardando el 60 % de los detalles totales.
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B Figure 3 Descomposicién piramidal de los detalles de Ia funcién Hermite_primera derivada  Escalas: 4 Com: 60 Al X
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Figura 6.35: Detalles guardados de la funcién utilizando multirresolucion de
Hermite basada 2 puntos y en funcién y primera derivada aproximada en la
mitad de puntos, guardando el 60 % de los detalles totales.
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Figura 6.36: Detalles guardados de la primera derivada utilizando multi-
rresolucién de Hermite basada 2 puntos y en funcién y primera derivada
aproximada en la mitad de puntos, guardando el 60 % de los detalles totales.

6.2.6. Funcioén discontinua aproximando la primera de-
rivada en la mitad de los puntos.

[gualmente en el caso de la funcién discontinua podemos visualizar la
reconstruccion en la Figura 6.38, los detalles guardados en las Figuras 6.39
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Figura 6.37: Resultados utilizando multirresolucién de Hermite basada 2 pun-
tos y en funcion y primera derivada aproximada en la mitad de puntos, guar-

CAPITULO 6. EXPERIMENTOS NUMERICOS.

'!l Figure 5:

Datos de salida ol )
File Edit View Insert Taols Deskiop Window Help B

Tipo de Funcion: Funcion Tipo Seno

Nombre de la funcion: prod_senos1D_129.mat
Niveles de multirresolucion: 4

Orden de la reconstruccion: 4

Método: Hermite con primera derivada
Compresién: 60

Error norma 1: 1.1238e-006

Error norma 2; 2.5099e-012

Error norma infinito: 3.9081e-006

Tiempo de CPU: 0.0468 segundos

dando el 60 % de los detalles totales.

y 6.40, y los resultados numéricos en la Figura 6.41.

Figura 6.38: Reconstruccion de la funcién utilizando multirresolucion de Her-
mite basada 2 puntos y en funcién y primera derivada aproximada en la mitad

—————— — — .
truida:  Método: Hermite primera derivada  Escalas: 4 Com: 60 e

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
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de puntos, guardando el 60 % de los detalles totales.

Vemos como para la funcién suave, los errores son del mismo orden apro-
ximando la primera derivada en los puntos pares sélo o aproximandola para
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Figura 6.39: Detalles guardados de la funcién utilizando multirresolucién de
Hermite basada 2 puntos y en funcion y primera derivada aproximada en la
mitad de puntos, guardando el 60 % de los detalles totales.
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Figura 6.40: Detalles guardados de la derivada utilizando multirresolucién de
Hermite basada 2 puntos y en funcién y primera derivada aproximada en la
mitad de puntos, guardando el 60 % de los detalles totales.

todos los puntos. Sin embargo, en el caso de una funcién discontinua, si que
mejoran bastante los errores aproximando la primera derivada en los puntos
pares sélo. Esto ocurre, porque debido a que nos guardamos menos valores
significativos, nos podemos guardar mas coeficientes de detalle con la misma
compresion, y asi obtener menor error. Recordamos que en el caso de discon-
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Bl Figure 5 Datos de salida

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Tipo de Funcion: Funcién sinusoidal con discontinuidad de salto
Nombre de la funcién: senos_salto129_do03

Niveles de multirresolucion: 4

Orden de la reconstruccion: 4

Método: Hermite con primera derivada

Compresion: 60

Error norma 1: 8.422e-009

Error norma 2: 1.595e-016

Error norma infinito: 3.3331¢-008

Tiempo de CPU: 0 segundos

Figura 6.41: Resultados utilizando multirresolucién de Hermite basada 2 pun-

tos y en funcion y primera derivada aproximada en la mitad de puntos, guar-
dando el 60 % de los detalles totales.

tinuidad es importante guardarse los detalles altos, ya que en caso contrario
los errores se disparan.



Capitulo 7

Conclusiones.

En este proyecto hemos realizado un estudio tedrico practico de los algo-
ritmos de Multirresoluciéon de Harten en el caso vectorial, en el cual consi-
deramos aparte de los valores puntuales de la funcion, los valores puntuales
de las primeras derivadas. Se ha utilizado la interpolacion de Hermite como
operador de prediccién. Para utilizar dicha interpolacion, necesitamos deriva-
das, es por esto por lo que nos hemos centrado en el caso de multirresolucién
vectorial.

Se han desarrollado los programas Matlab necesararios para poner en
practica los algoritmos de multirresolucion vectorial de Hermite, cualquie-
ra que sea la eleccién del nimero de nodos utilizados para construir la re-
construccién de manera local, y cualquiera que sea el nimero de derivadas
considerado.

Con el fin de facilitar el uso de estos programas por parte del usuario,
se ha utilizado el entorno grafico de Matlab (GUIDE) para codificar dichos
algoritmos. De esta manera, no sera necesario tener amplios conocimientos
del Matlab para usarlos.

Por tltimo, hemos aplicado los algoritmos estudiados a algunos ejemplos
numéricos.

Las conclusiones principales las podriamos resumir diciendo que los algo-
ritmos de multirresolucion vectorial son ttiles en el caso de que se disponga
tanto de la funcién como de las primeras derivadas. Ahora bien, si solo se
dispone de la funcién, como hemos visto en los experimentos numéricos, no
resulta eficaz utilizar la multirresolucién vectorial, a menos que se trate de
aproximar una funcién con discontinuidad y se use un método de aproxima-
cion de derivadas que evite dichas discontinuidades y ademas se utilice una
reconstruccién de Hermite lo mas compacta posible (por ejemplo la basada
en dos puntos). Puesto que las aproximaciones a las derivadas que hemos
usado en este proyecto son lineales, y no dependientes de los datos, se ha
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podido comprobar que los resultados aproximando las primeras derivadas no
mejoran los resultados de la multirresolucién aplicada sélo a la funcién.

Es decir, que en principio, se aconseja la utilizacién de multirresolucion
vectorial de Hermite sélo en el caso de ya disponer de las derivadas y no
tener que aproximarlas. Siempre y cuando se quieran conservar también los
valores de las derivadas.
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