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Capitulo 1

Extrapolacion polinémica
reciproca

1.1. Introducciéon y motivacion

Dado un problema numérico, ademas de aproximarnos con precisién a una
cantidad determinada, (una integral, una EDO,...), perseguimos otros obje-
tivos como la velocidad de convergencia, el menor niimero de operaciones
o la estabilidad. Para lograr estos objetivos se usan muchas estrategias, au-
mentando en muchos casos el coste computacional. En ocasiones, para obten-
er buenas aproximaciones se suele necesitar discretizaciones muy finas, que,
ademas de generar errores de redondeo, hace que los métodos sean demasiado
lentos.

Una de las estrategias mas conocidas para aumentar el orden de un méto-
do es la extrapolacién, la més conocida es la de Richardson (lineal).
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4 CAPITULO 1. EXTRAPOLACION POLINOMICA RECIPROCA

La extrapolacién es una técnica que presenta multiples ventajas. En los
métodos explicitos, que tienen menos operaciones que los implicitos, cuando
aplicamos extrapolacion aumentamos el orden de convergencia, de esta forma
nos podemos permitir discretizaciones mas groseras y aumentar la region de

estabilidad.

Por otro lado, en los métodos implicitos, que tienen mejores propiedades
de estabilidad pero bastante gasto computacional, la extrapolaciéon abarata

el nimero de operaciones y por supuesto mejora el orden.

También podemos considerar extrapolaciones no lineales. La extrapo-
lacién introducida en [2], extrapolacién polinémica reciproca, seré el pun-
to de partida de los siguientes estudios que se presentan. En ese trabajo se
presenta un estudio comparativo de la extrapolacién polindmica, racional y
reciproca, donde se demuestra el buen comportamiento para una ecuaciéon

escalar rigida.

Revisaremos este trabajo donde mostraremos la gran ventaja obtenida
con esta extrapolacion no lineal, asi como también otras muchas aplicaciones
estudiando su convergencia, implementacién y compararemos la eficiencia

frente a la extrapolacion clasica.
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1.2.

Prefacio

En la presente tesis doctoral hemos llevado a cabo los siguientes trabajos:

Como punto de partida, hemos revisado el comportamiento de la ex-
trapolaciéon de Richardson para resolver un problema de valores ini-
ciales. Se ha presentado la extrapolacién polindémica reciproca y se
ha revisado el estudio comparativo de la extrapolaciéon de Richardson,
racional y reciproca, donde hemos visto el buen comportamiento para
una ecuacion escalar rigida. Hemos presentado un estudio pormenoriza-
do de la interpretacion geométrica y las traslaciones que motivan esta

extrapolacién no lineal.

Se ha analizado el comportamiento de la extrapolacién polindémica
reciproca para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales realizan-
do un estudio comparativo con la extrapolacién de Richardson. Hemos
analizado multitud de problemas stiff y stiff oscilatorios tanto lineales

como no lineales.

Hemos presentado como resolver problemas de valores frontera apli-
cando el método de las diferencias finitas. Hemos visto primero, la

ventaja computacional que tiene realizar las extrapolaciones a las dife-
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rencias finitas para acelerar la convergencia. En segundo lugar, hemos
comprobado en varios problemas perturbados el mejor comportamiento
de nuestra extrapolacion polindmica reciproca ante problemas rigidos
cuando la discretizacién escogida no es lo suficientemente fina y comien-

zan a aparecer problemas de inestabilidad.

Se han revisado los métodos de integracién y diferenciacién numérica
usando extrapolacién, obtenido nuevas formulas de cuadratura para el
calculo de integrales. Se ha realizado un estudio numérico comparando
las distintas formulas de cuadratura, asi como también hemos realizado

un estudio comparativo para la diferenciacién numérica.

Se presenta un estudio de una adaptacién wavelet del método de New-
ton de dos pasos. Se aplica la aproximaciéon no lineal wavelet para
disenar una version adaptada del método de Newton del esquema iter-
ativo de dos pasos. Se presentan también dos teoremas de conevergencia

local y semilocal.

Por tltimo, hemos introducido una primera generalizacién polinémi-
ca reciproca que hemos comparado con la primera generalizaciéon de

Richardson presentada por Sidi [31]. Para esta primera generalizacién
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se ha estudiado un algoritmo de calculo y hemos considerado dos modi-

ficaciones del método de Euler para comparar ambas generalizaciones.
1.3. Introduccién a las extrapolaciones

Dado un problema de valores iniciales

/

Yy = f(xvy)7

3/(950) =%,

si denotamos por ag la solucion del problema en cierto instante 1" que aproxi-
mamos mediante un método numérico, entonces el error de los métodos suele

admitir un desarrollo de Taylor del tipo

F(h) = ag + a1h?* + ash?? + ...

Los métodos clasicos de extrapolacion eliminan distintos términos a;h?:
mediante distintas combinaciones lineales de F'(h) para distintos h. Obten-

dremos entonces una extrapolacién F'(h, h) donde el error serd

F(h, iL) = Qo + dlhpj + ...

con p; > py.
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También podemos considerar extrapolaciones no lineales. De hecho, va-
mos a ver ademas de la extrapolacién de Richardson, la extrapolacion polinémi-
ca reciproca y otra extrapolacion no lineal. Una de las ventajas que poseen
las extrapolaciones no lineales es que en los problemas rigidos, donde hay

problemas de estabilidad, tienen una mayor regiéon de convergencia.
1.4. Extrapolacion de Richardson

Supongamos que tenemos un método de orden p;

F(h)=ao+ Y ah? + O™ p; < pi (1.2.1)

=1

donde F(0) = ag es el valor exacto de la cantidad a aproximar.
Consideramos la nueva discretizacién gh (¢ > 1) en el método y obtene-

mos
Fgh) = ag + zl G’ B+ O(hr+)
Haciendo ¢”* F'(h) — F(gh) se tiene
¢ F(h) = F(gh) = (¢" = 1)ao + éai(qpl — )P+ O(h)

dividiendo por ¢P* — 1 obtenemos
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q" F(h) — F(qh) oai( @ — ),
- =ap+ Yy, ———=hP + O(h"!
TR R S vy (W)
(APl — APi
llamando b; = a,@—q) tenemos
(» —1)
(¢" —=1) i=2
Es decir
q" F(h) — F(qh) F(h) — F(qh)
F h, h = " :F h —|—p1—
(hoah) === )+ =)

es una aproximacién de ag que tiene error de orden ps en vez del error de
orden p; con el que partia el método.

Este proceso conocido como extrapolacion Richardson se puede repetir
varias veces.

El siguiente resultado, que se puede demostrar por induccién, nos facilita

informacion del error de truncamiento en sucesivas extrapolaciones.

Teorema 1 Supongamos que F(h) = ag + a1h?* + ash?? + agh?® + ... con

P < p2 <p3s<..

Entonces la siguiente sucesion:

Fy(h) — Fi(gh)
qPr — 1

Fria(h) = Fi(h) +

verificn Fu(h) = au + o 4 s 4
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Obsérvese que para evaluar Fi(h) se necesitan k + 1 valores

Fy(h), Fi(qh), ..., F1(¢"h). Adema3s el error de truncamiento de Fj,(h) decrece

seglin aumenta n pues p; < ps < p3 < ...

A continuacién describimos el algoritmo de célculo para la extrapolacion
de Richardson.

Algoritmo de Richardson

1. Param =0,1,2,... sea A, o= F(¢"™h)

Am,k—l - Am—l,k—l
qpk —1

2. Para k =1,2,...,m sea A, = Am i1

El valor A, ,, es aceptado como estimacién de ag cuando |Ay, . — Apm—1.m—1

sea menor que una cantidad prefijada de antemano.

Veamos un caso més simplificado, sea ¢ = 2 asi

F1 :F(h> :a0+a1hp1—|—a2hp2+...

F2 = F(2h) =ag + a12p1hp1 + a22p2hp2 + ...

Consideramos el polinomio P(x) = a + bz?* que interpola a ambos
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Fl =a-+ bh/pl

F2 = a+b2p1hp1

y asi

2PIF1 _F2 :CL(Zpl 1)

2" — F, Fi —F,

a = =
21 P
y también
2 2" — Fy
b_Fl—a_ 1= 21 _ 1 _F1(2p1—1)—2p1F1—|—F2_ F,— F

- hpr N hPi(27 — 1) C he (27— 1)

Es decir una vez dados (h, F}) y (2h, F3) tenemos

V' —F  F—F
T
11 (27— 1)

P1

P(z) = a+ bx" =

F — F
Una vez obtenido a+ baP', a = F + 221—12 (Extrapolacién de Richard-

son) serd la aproximacién de ay.

Pasemos ahora a realizar una estimacion del error.

Proposicion 1 FEl primer término del error de la extrapolacion de Richard-

son es

1-2%
2" —1

(1+ Jash?? (1.2.2)



12 CAPITULO 1. EXTRAPOLACION POLINOMICA RECIPROCA

Demostracion 1 Sabemos que en cada extrapolacion eliminamos la primera

potencia del error del método al que se le estd aplicando. Calculemos los

primeros términos del error.
a—i—bhpl = a0+a1hp1 —|—a2hp2 + ...
a — Qg = (CLl — b)hpl +Cl2hp2 + ...
Como h — 0 consideramos solo los primeros términos del error:

(0,1 — b)hpl + Gghp2

asi

2
hpi (27 —1)
+ a1> hPr + ashP? =

(al—b)hp1+a2hp2:(a1— )hp1+a2hp2:

F, — F,
hrr (27 — 1)
(1 =2")hPag + (1 — 27 ) hPay + .
N hPi (27 — 1)

(1_2p1)hp2a2 ) B
m+a1 hPt + aohP? =

(1 —2")hP2a, 1-2"
- @/ @Z hP2 = (1 hP2
<2P1 _ 1) + a2 + 2171 _ 1 a2

+CL1) hp1 —|—a2hp2 ~

~ | —a; +

Es decir

1_2172

)"

(1+

es el primer término del error de la extrapolacion polinomica.

o
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Observar el peligro de realizar muchas extrapolaciones puesto que el coefi-
ciente de la primera potencia del error crece en médulo en cada extrapolacion,

1+ é;ffi[ > 1, puesto que py > p; + 1.

1.5. Extrapolacién racional

Plz)
Qlx)

Vamos a extrapolar con funciones racionales de la forma . Partimos

de tres nodos

Fy=F(%) =ao+ar () +aa()* + ...
F1 = F(h) = Qo +CL1hp1 —i—a2h2p1 + ...

F2 = F(2h) = ag + (11(2h)p1 + a2(2h)2p1 + ...

En la extrapolacion racional los desarrollos del error deben estar en este
tipo particular de serie de potencias. Esto ya es una desventaja de partida
con respecto a la extrapolacion reciproca que no supone ningin desarrollo en

concreto, como veremos en la siguiente seccion.

Pt +c

Como tenemos tres nodos la funcién sera de la forma m
TPl + e

Exigimos que interpole en los nodos:

G +e _
d(4)r + e B
hPt 4 ¢

dhpr e
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(2h)Pr 4-c
d(2h)Pt +e

Se sigue
(L) + ¢ = Fyd(4)r + Fye

hp1+C:F1dhp1+F1€

(2h)p1 + C = FQd(Qh)pl + FQB
Restando las dos primeras y las dos ultimas
(%)pl — hp1 = dhpl(QFT(i - Fl) -+ (FO — F1)€
hpl — (Qh)pl = dhpl(Fl — 2p1Fg) + (F1 — Fz)e

- F
Fy—Fy

Multiplicando por

F—F - F
(&) — h1] <F(1) —Fj> - (F(l] —Fj) (34 = F1) + (F1 = Fye

hpl — (Qh)pl = dhpl(Fl — 2P1Fg) + (F1 — Fg)e

Restando

Y asi
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1 F, — F
o )4 [ — —1
( )+ (2”1 > (FO—F1>

F - F
(F1 F2)(5T?_F1)—F1+QPIF2
0o— 41

d =

despejamos

(2 — 1) + 1o (Bt
2r1 Fy—Fy o1
hp1 (2101 — 1) + (F1 -2 Fz)

P -F
(Fl ;) (S — F) — Fi+ 2" Fy
0o— 11

Fy—F

Y por dltimo
c= —hP? —|—F1dhp1 + F1€

h
Una vez dados (5, Fy), (h, F\) v (2h, F3) tenemos

Pt +c¢ Pt +c

daP +e 1 Fy — Fy
o 1)y (— 1
-0+ (5 -) (7=5)

P —-F
(Fl FQ) (fr —F)— P +2"F
0— 41

R(z) =

TPl 4 e

Con ¢y e en las anteriores expresiones que no escribimos porque resultaria
muy farragoso. A continuacion describimos el algoritmo de cédlculo para la

extrapolacion racional
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Algoritmo de la extrapolacion racional

Dados los datos iniciales (h;, T'(h;))

1. Consideramos T;o:=T(h;) yT;_1:=0

2. Y los siguientes

Tik—1—Ti1 g
Tk ="Tip—1+ ’lek Sl
Wi A — 1
=
Ty —Ti 15—
A—1_ i,k—1 i—1,k—1
Tip—1—Ti—1 2

Nota: En A es donde se pierde la linealidad, el resto es idéntico a Richardson.

Podriamos realizar una estimacion del error, tal y como hemos hecho en
la extrapolacién de Richardson.
R R L,
Recordemos que una vez obtenida ————— | — serd la aproximacion de
dxPr 4+e e
ag.

Obviando todos los desarrollos tenemos que el primer término del error

de la extrapolacion racional es.

2
a
aS J— _2 h3p1
ai

Vemos que los términos pricipales de los errores de las distintas extrapo-
laciones dependen de ag ai, as, ... Por lo tanto la aproximacién depende no

solo de la extrapolacién sino del propio método original.
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1.6. Extrapolacién polinémica reciproca
Construyamos la extrapolacion polindémica reciproca. Consideramos dos
nodos

F1 :F<h) :a0+a1hp1 +a2hp2+...

F2 = F(2h> = Qap + a12p1hp1 + a22p2hp2 4+ ...

1
Consideremos la funcién polinémica R(z) = P que interpole a
ambos
1 R
dhr ¢
1
e e L
y asi
1 dhP* 4 ¢
Fy
1
— = d2P1hPt
7 +c
de modo analogo a la extrapolacion polinémica
1 1
i 2101 [ 2}01 _ 1
2 7 o( )
1 1
—op1
Fi Fs - 2PLE, — B F, — 2 F,

W —1  PR2n —1)  FFy(1-2m)
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y por otro lado

1 1 1 1 Fy =271 F,

d: —_— _ — B —
hpr \ F} ¢ hpr \ I} F1F2(1—2p1)>
LR ) = (B — 2 )

ﬁ FlFQ(]_ — 2p1)

L (BB -R+2R\ 1 R-F O\
-~ FiFy(1 —2m) o \ R Fy(1—201) )
L1

F
hp1F2(1 — 2p1)
Una vez dados (h, F1) y (2h, F») tenemos
1 1
dzPr 4 ¢ 71 F, — 2P F,
P1 - -
(=2 TR —2m)

. . 1 1
No olvidar que una vez obtenida e FI_E

FiFy(1—2m)

(extrapo-

lacién reciproca) serd la aproximacién de ag

1 RFB(1-20) 1-2m P 1

E N Fy — 2n F, 1 2p - 2P 1

K F B B

Vamos a contruir un algoritmo directo para la extrapolacion polinémica

reciproca. Consideremos ahora tres discretizaciones:

Fl = F(h) = a0+a1hp1 +CL2hp2 + ...
FQ = F(2]’L> =ag + a12p1hp1 + a22p2hp2 + ...

F(4h) = ag + a 4P hP' + ax4P2hr? + ..
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Con las dos primeras hemos construido:

1 2 —1
Cl— o1 _ 1

F(h)  F(2h)

Con las dos tultimas, se construiria

1 2 —1

Cs T 9n 1

F(2h) ~ F(4h)

Y extrapolariamos con

1 22 — 1
c 22 1
11
C1 &)

De forma inductiva obtenemos el siguiente algoritmo:

Algoritmo de la extrapolacion polindomica reciproca.

1. Paral=1,2,...,n

C0,) = F(Qlilh)

2. Paraj=1,...n—1lyparal=1,...n—j

2P —1
Gy = —op 1

CG-1)  CG-1,1+1)

19
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Nota: p es la primera potencia del error en cada paso.

Pasemos ahora a realizar una estimacion del error, tal y como hemos

hecho en la extrapolacion de Richardson.

Proposicion 2 FEl primer término del error de la extrapolacion polinomica

reciproca €s

CL12(1 — 22p1)h2p1 + <2p2 — 2p1)a0a2h”2
CL()(]. — 2p1>

(1.4.1)

Demostracion 2 Sabemos que en cada extrapolacion eliminamos la primera
potencia del error del método al que se le estd aplicando. Calculemos los

primeros términos del error.

1

Recordemos que una vez obtenida , — serd la aproximacion de
c

dzPr + ¢

Qo

dhpl——l—c = a0—|—a1hp1 +a2hp2 —f-
1
pi & = ag + a1 h?* + ash??* + ... (suponiendo que ¢ #0)
—hpt +1
c +

1 d d
— —ap = —hPag + ah? + —a PP+ agh?? + ..
c C c

Como tomamos h — 0 sélo tendremos en cuenta los primeros términos

del error:
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d d
—hpl(l() + alhpl + —a1h2p1 + CLthQ
C C

d d d
—hplao + Cl,lhpl + —a1h2p1 —+ (Ighp2 = hP? (—(CLO + (Ilhpl)) + alhpl + a2hp2 =
C C C

F—F
hp1F1F2(1 — 2;01)

= hpl Fl —2p1F2 (a0+a1hp1) —|—a1hp1 +a2hp2 =
FLFy(1— 2m)
F,—F
= hP (hpl(Fl o) (ap + alhm)) + a1hPt + axh?? =
F-F
B m(ao + arh?') + a1 hPt + aph?? =
FQ(CLO -+ alhpl) — Fl(CL() + Cllhpl) + Flalhpl — 2p1F2a1hp1
= +a2hp2 =
Fy —2m E
E hP1 — 9P1q. hP1) — F — Fa hPt FLa hPt
_ b(a0 + a1 a1h?') — Frag — Fraih” + Fiay +aght =
Fy—2mE,
F2 (CLO + (1 — 2p1) alhpl) — F1a0
+ ayh?? (1.4.2)

Fy —2nF,

Considerando

Fl ~ ag—l—alh”l +CL2hp2

Fy >~ ag + a1 2P hP' 4 ay2P? hP?

desarrollamos el numerador del cociente (1.4.2) y tenemos
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Fy(ap+ (1 —2PY) a1 h?) — Frag =
= [ag + a12P*hP* + a92P2hP2] (ag 4 (1 — 2P*) a1 hPY) — [ag + a1 hP* + aghP?]ag =
= a2 + ayag (1 — 2P1) hP' + apa 2P hPY + a32P1 (1 — 2P1) h2P1 + agas2P2hP? +
a1az2P? (1 — 2P1) hP1tP2 — 2 — qoai hPt — agash?? =
= agahP' — aga 2P hP + aga 2P hPt + a22P R — q322PLh?P1 4 qpaq2P2 hP? +
ajag2P? (1 — 2P1) hP1HP2 — qga hP' — agaght? =
— @2PThI — 222 2 agay2hP? 4 aya; 2 (1 — 20) WP — qgapht? =
= a2(2P — PR 4 apas2P hP? + ayas2” (1 — 20) AP — qgagh?? ~

~ a%(2p1 — 22p1>h2p1 + a0a2(2p2 — 1)hp2

Por dltimo, desarrollando ahora el denominador

I — 2P Fy) = ag + a hPr — 2P (GO + a12p1hp1) —
= ag + a hP* — 2Pt — 2% Pt =
= ag(1 — 2P1) + ay(1 — 2%P1)pPr ~

~ qp(1 —27)

Y simplificando obtenemos el término del error (1.4.1)

F2 (CL() —I— (1 — 2p1)a1hp1) — F1a0

hP? ~
Fy — o +a
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ay2(1 — 2222 4 agay(207 — 1)hP?
ap(1 — 271) 4 a (1 — 22p1) hp1
a12(1 _ 22p1)h2p1 + (sz _ 2p1)a0a2hp2
a()(]_ — 2p1)

+ ash?? ~

En los métodos mas usuales 2p; > po, méas ain, 2p; > po. En estos

casos observamos que el primer término de la extrapolacién reciproca es

(2P2 _ 2P1)a0a2h’p2 B P2 _ 9p1
ap(1 — 2r1) 1 —om

ashP? que coincide con el primer término del

error de la extrapolacién polinémica.
1.7. Estabilidad y experimentos numéricos.

Vamos a estudiar la ecuacion lineal test,
y =Xy
y(0) =1
Escogemos el método de Euler como método explicito

Ynt1l = Yn + hf(xnu yn)

y el método de Gauss 2

Ynt1l = Yn + hK

K= f(z,+ 2y, + LK)
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como método implicito. Tomaremos distintos valores de lambda y distin-
tas discretizaciones con tres nodos. Realizaremos las extrapolaciones en el
extremo del intervalo t=1 (extrapolacién pasiva) y tomando las discretiza-
ciones de tamano h, 2h, 4h.

Veamos algunos resultados para el método de Euler.

Tabla 1 Error en el método de Euler.

Datos de entrada | Ext. Rich | Ext. Rac. | Ext. Pol. Rec.
A=—-1.h=0,1 2,56e — 2 2,63e — 3 2,62e — 3
A=—-1.Ah=0,01 3,18¢ — 7 5,27e — 8 52le — 7
A=—-6,h=0,01 6,86e — 7 1,24e — 5 5,b7e — 7
A=—-10,h = 0,01 2,16e — 6 8,73¢ — 6 2,16e — 6
A=—-12,h=0,01 8,28¢ — 7 1,08¢ — 5 8,28 — 7
A=—15h=0,01 1,08¢ — 7 3,98¢ — 7 1,08¢ — 7

En la tabla 1 se observa como los tres métodos tienen el mismo orden y

similar comportamiento para moderados valores de .

Tabla 2 Error en el método de Euler en un problema rigido A = —40
Datos de entrada | Ext. Rich | Ext. Rac. | Ext. Pol. Rec.

A= —40,h = 0,06 |507e+4 |127e+3 |4,8% +1
A=—40,h =005 |123e¢+5 |4,70e+3 |3,75¢— 1

A=—40,h =004 |10de+4 |1,73¢+4 |6,25¢— 1

A=—40,Ah=0,03 |843¢+3 |653e+1 |424c— 18
N=—40,h = 0,02 | 257c+3 |142¢—6 |424e— 18
N=—40,h = 0,01 | 947e —7 |4.24e— 18 | 4,24e — 18
X = —40,h = 0,000 | 9,4de — 12 | 4,24¢ — 18 | 4,24¢ — 18
X = —40,h = 0,008 | 5,89¢ — 18 | 4,24¢ — 18 | 4,24e — 18

En la segunda tabla de resultados observamos como las extrapolaciones

reciproca y racional tiene un mejor comportamiento que la extrapolacién
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clasica cuando hay problemas de estabilidad. Y entre estas dos, la extrapo-
lacién polinémica reciproca se comporta mejor que la racional.
Veamos algunos resultados del método implicito escogido, el método de

Gauss 2.

Tabla 3 Error en el método de Gauss-2.

Datos de entrada | Ext. Rich | Ext. Rac. | Ext. Pol. Rec.
A=—-1,h=0,1 3,40e — 5 2,03e — 5 3,39¢e — 5
A=—-1,h=0,2 2,72e — 4 2,47e — 4 2,77e — 4

A=—-10,h=0,02 | 885e—38 2,49¢ — 8 8,85e — 8
A=-10,h=0,08 |397e—14 1,36e — 5 4,00e — 4
A=-20,h=0,01 |980e—12 | 3,66e —12 | 9,80e — 12
A=-20,h=0,04 | 3,08e—6 1,27¢ — 9 3,08¢ — 6
A=-30,h=0,1 5,70e — 3 9,22e — 3 2,12e — 3

Tabla 4 Error en el método de Gauss-2 en un problema rigido A = —40.

Datos de entrada | Ext. Rich | Ext. Rac. | Ext. Pol. Rec.
A=—40,h =0,1 2,7le — 2 2,65e — 2 2,15e — 2
A=—40,h=0,09 | 2,99 — 2 4,53e — 3 4,06e — 2
A=—40,h =008 | 3,36e—3 5,38¢ — 4 3,44e — 3
A=—-40,h=0,07 | 9,75¢—3 5,6d4e — 4 8,55 — 3
A=—40,h=0,06 | 9,22¢e—4 2,30e — 5 2,66e — 18
A=—-40,h=0,04 | 1,09¢e —4 6,33 — 10 | 4,24e — 18
A=—40,h=0,03 | 4,37e —6 4,84 — 18 | 4,24e — 18
A=—-40,h=0,02 | 1,20e —10 | 3,74e — 18 | 4,24 — 18

En primer lugar, atendiendo a los resultados numéricos de la tabla 3,
donde el problema no es lo suficientemente rigido observamos que los resul-
tados de las tres extrapolaciones son similares. Por otro lado, los resultados
de la tabla 4 (donde hemos aumentado la rigidez del problema) muestran co-

mo en este método implicito las extrapolaciones no lineales tienen un mejor
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Comparacion Extrapolaciones Met Euler h=0.05 Comparacion Extrapolaciones Met Euler h=0.01

O Rich VS Reoi S Rich VS Reci
o Rich VS Rac . Rich VS Rac

Log(E1/E2)
8

Figura 1.1: Comparacién de las extrapolaciones aplicando el método de Euler
para h=0.05 y h=0.01

comportamiento que la extrapolacién polinémica clasica. Ademaés la extrapo-

lacién polinémica reciproca es ain mejor que la extrapolacion racional.

Vamos a introducir algunas graficas para ver mejor el comportamiento de
estas extrapolaciones. Fijaremos un h y moveremos A (aumentando la rigidez
del problema) para ver el comportamiento numérico de las extrapolaciones.
Para ello consideraremos el cociente Log(E1/E2), siendo E2 el error de la
extrapolacion reciproca o racional, segin el caso, y F'1 el error cometido con

la extrapolacion polinémica.

En las figuras 1 y 2 representamos el cociente del error entre las distintas
extrapolaciones consideradas. En ambos métodos (tanto el implicito como el

explicito) las extrapolaciones no lineales tienen un mejor comportamiento que



1.7. ESTABILIDAD Y EXPERIMENTOS NUMERICOS.

Log(E1/E2)

Comparacion Extrapolaciones Met Gauss-2. h=0.05

5 Rich VS Reci
Rich VS Rac

o,
gy,

2501

200}

o
8

Log(E1/E2)
3
8

L,

Comparacion Extrapolaciones Met Gauss-2. h=0.01

&

© Rich VS Reci
Rich VS Rac

27

O D <6

Figura 1.2: Comparacion de las extrapolaciones aplicando el método implicito
de Gauss-2 para h=0.05 y h=0.01
la extrapolacién de Richardson (basta observar que el cociente representado

queda siempre por encima de la recta representada y=0).

Por otro lado, si comparamos los cocientes de ambas extrapolaciones
no lineales, la extrapolacién polindmica reciproca tiene un mejor compor-
tamiento que la extrapolacion racional tanto en el método explicito como en
el implicito (basta volver a observar las figuras 1 y 2) a medida que aumen-

tamos en valor absoluto el valor de A y con ello la rigidez del problema.

Para analizar la estabilidad de un problema numérico se estudia la ecuacién

test
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Cuando usamos cualquier método Runge-Kutta, obtenemos la siguiente

expresion

Yn = R(hA)yo = R(2)yo

donde R(z) nos dard la regién de estabilidad,

{zeC:|R(2)| <1}

Elegiremos de nuevo el método de Euler como método explicito y el méto-
do de Gauss-2 como método implicito. Realizaremos las extrapolaciones en
el extremo del intervalo t=1 (extrapolacién pasiva), tomando las discretiza-
ciones de tamano h,2h,4h y distintos valores de .

En las figuras 3 y 4 representamos las regiones de estabilidad para el
método de Euler y Gauss-2 respectivamente. En la figura 3 observamos que
las regiones de estabilidad de las distintas extrapolaciones son conjuntos aco-
tados. Y entre esos conjuntos, el que tiene un region de estabilidad mayor es
el correspondiente a la extrapolacién polindmica reciproca.

Por otro lado, los experimentos numéricos nos muestran como en el méto-
do implicito escogido (figura 4), donde la regién de estabilidad es un conjunto

no acotado, la extrapolacién polinémica reciproca tiene, de nuevo, una ma-
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R.E. Metodo de Euler

1.4 O Metodo
O Ext. Rich
121 O  Ext. Reci
% Ext. Raci
00000
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0 ° 00 0q
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Figura 1.3: Regién de estabilidad para el método de Euler. Conjunto acotado

yor regién de estabilidad que si aplicamos extrapolacién de Richardson y por

supuesto mayor que la del propio método.
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R.E. Metodo de Gauss-2.

20 ﬁ
) s
18 x @ j
AN g /4
1o} ) §
14| %% % §§ [e] Metodo
N gt

12 Q g & Ext. Rich
10 O Ext. Reci

8 Ext. Raci

6

4L

2F :

0 1 1 ‘—‘ 1 1 |
-6 4 2 0 2 4 6

Figura 1.4: Regién de estabilidad para el método implicito de Gauss-2. Con-
junto no acotado
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1.8. Interpretacién geométrica. Traslaciones

Sabemos que la extrapolacién de Richarson es equivalente a extrapolar
dos a dos funciones del tipo azP' + b, siendo p; el orden del método en cada

paso. En nuestra extrapolacion es equivalente a considerar una funcién inter-

1
poladora R(z) = ﬂ y extrapolar en el cero, que considerar extrapolaciones
p(x
1
dos a dos de funciones del tipo ———. Vamos a verlo:
dzPr + ¢

Si consideramos
F(hl)aF<h2)7 aF(hk)

distintos de cero y hy > hy > ... > hy >0

1
Encontrar una funcién interpoladora de la forma ﬂ es equivalente a
p(x

encontrar un polinomio p(z) que interpole a

1 1 1
F(hn) F(h2)' " F(h)

y es conocido que esto es equivalente a extrapolar dos a dos con funciones

del tipo axP* + b. Por construccién es equivalente a considerar

1 1 1
1 5 1 PIEEES 1

F(hi) F(ha)  F(h)

es decir F'(hy), F'(hs), ..., F(hi) vy extrapolar dos a dos con funciones del tipo

1
arPr + b
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De lo anterior se deduce que hacer extrapolacién polinémica reciproca es
equivalente a tomar los datos inversos, hacer extrapolaciéon polindémica con

dichos inversos e invertir el resultado.

Noétese en primer lugar que para la construccién de R(x), se debe suponer
que tanto F; como Fj sean distintas de cero, ya que estas funciones racionales,
no interpolan en cero. Si tenemos que F1F, < 0, entonces, para encontrar la
funcién racional, primero harfamos una traslacién (vertical) de los ejes para
que esto ya no se diese, construirfamos entonces R(x) y por dltimo harfamos
la traslacién inversa (cabe destacar que en este caso el numerador seria un

polinomio de grado mayor que cero).

Por otro lado, para que R(x) este definida en todo el intervalo, p(z) de-
bera mantener su signo constante, ya que, asi sélo podria presentar problemas
el valor de la extrapolacion, problemas que también se podrian subsanar con

traslaciones.

Notese que esto no introduce, en la practica, mas restricciones que las
que habia en la extrapolacién polinémica. Al extrapolar valores de un mismo
signo, lo deseable es que la interpolacién lo mantenga, pues lo contrario, atin
siendo matematicamente posible, no resultaria, en un gran nimero de casos,

natural.
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La interpretacion geométrica de la extrapolacién polindémica reciproca nos
da una idea de cual puede ser su virtud frente a la polinémica. Esto es debido
a que cuando dos datos no estan lo suficientemente cerca y son mayores que
uno, al tomar los inversos de los datos, éstos estaran mas cerca y es de suponer
que la extrapolacién sera mejor. Teniendo esto en cuenta, antes de aplicar
la extrapolaciéon polinémica reciproca someteremos a los datos a la siguiente

casuistica:

1. Si I} y F5 son de distinto signo realizamos traslacién vertical de los

ejes con G; = F; + M + 1 para i = 1,2, con M = max {|F1]|,|Fs|}

2. Si Fy =00 F, =0, realizamos la traslacion G; = F; + 1 para 1 = 1, 2.

3. Si|F;| > 1, no realizamos traslacién alguna.

4. Si1071® < F; < 1 para algin i, realizamos la traslaciéon G; = F; + 1

para i =1,2.

5. Si |F| < 10719 realizamos el cambio G; = F; * 10™™ para i = 1,2,

donde m = max{n € Z : 10" < |F;|,i = 1,2}

6. Si—1< F; < —10716 para algtin 4, realizamos la traslacién G; = F; — 1

para i =1,2.
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Traslaciones. Caso 1

Traslaciones. Caso 2
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Figura 1.5: Casos 1y 2
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Figura 1.6: Casos 3y 4
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-le16

05!

Figura 1.7: Casos 5y 6

En una primera aproximacion uno pensaria que el caso 5 podriamos in-
cluirlo en el 4. Sin embargo, si consideramos G; = F;+1 para un determinado
0 < F; < 10716, tendrfamos en la maquina G; = F; + 1 = 1 perdiendo asf to-
das las cifras significativas.

Otro algoritmo de cédlculo para la extrapolacion polinémica reciproca que
también podemos utilizar aunque no se ajusta exactamente a la casuistica

presenteda es el que sigue,
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Algoritmo de la extrapolacion polindomica reciproca

Para [(=1,2,3,...,n
boy =SE2'h)+ T
donde

T = signo(S(2" 7'h))(1 + Tp),

*—1 _ < -1
52 7h) = _max |S(27R)],
T, = mi [S(27h).
1=1,2,3,...,n

Para j=1hastar=n—1yparal=1hastak=r—j+1

. p _ 1 (2P = 1D)bg1nbi-1041) T
i) — D - - B
@) 2 ! 2Pb(j—1,041) — bj-1)

b1y bG-tit1)

siendo p la primera potencia del error en cada paso.



Capitulo 2

Aplicacion a sistemas de
ecuaclones diferenciales
ordinarias.

2.1. Introducciéon

En el primer capitulo hemos estudiado el comportamiento de las extrapo-
laciones lineales y no lineales en problemas de valores iniciales

{ y = f(z,9)

y(xo) =%

donde y : [a,b] — R 'y f:]a,b] x R — R.

En este capitulo vamos a estudiar el comportamiento de las extrapola-
ciones y en particular de la extrapolacién polindmica reciproca en sistemas de
ecuaciones diferenciales. De modo que nuestros problemas de valores iniciales

seran del tipo

37
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vy = fi(z, v ym) 5 y1(Zo) = Y10

Y = fr (T, 015 s Um) 5 Um(Z0) = Ymo

que también representaremos de la forma

/

Y = F(zY) Y(z) =Y (2.1.1)

dondeY : [a,b] — R™ | F :[a,b]xR™ — R™ | Y(x) = (y1(2), ..., ym(2))T

, Yo = (410, Ymo) " ¥

fulz,Y)

Demostrado el buen comportamiento de la extrapolacién polinémica recipro-
ca en la ecuacion escalar rigida, vamos a estudiar determinados sistemas de
ecuaciones diferenciales de cuya rigidez esperamos un mejor comportamiento
de nuestra extrapolacion no lineal.

La existencia y unicidad de solucién para (2.1.1) puede ser garantiza-
da bajo ciertas condiciones. Presentamos el siguiente teorema que garantiza
dicha existencia unica y cuya demostracion podemos encontrar en libros es-

pecializados [21].

Teorema 2 Sea F(x,Y) continua y |F| < M. Consideramos ademds que se

cumple la condicion de Lipschitz
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[F(z,Y) = Fz, 2)[| < LY = Z]]

para todo (x,Y),(z,Z) € S = {(z,Y) 20 <2 <bY € R"} Entonces el

problema (2.1.1) tiene solucion inica para xo < x < €.

Observar que la condicion de Lipschitz ha de cumplirse para todo Y y Z.

Si aplicamos el teorema del valor medio

fila,Y) = fiz, 2) = 370 5 (2, W) (y; — 29),

1 < <m,

donde W = (wy, ..., w,,)" cumpliendo que y; < w; < z; para 1 < i < m.
Por lo tanto, una condicién suficiente para que F(z,Y’) sea de Lipschitz y
continua (lo que garantiza la existencia y unicidad de la solucién) es que la
matriz Jacobiana Dy F(z,Y) = [%] sea continua en Sy acotada.

Ademas, el estudio de esta matriz nos servira para ver la estabilidad y rigidez

de nuestros problemas, tal y como veremos en la ultima seccion del capitulo.
2.2. Estabilidad y rigidez

Vamos a considerar el siguiente sistema lineal (2.2.1)

/:)\1+)\2 +)\1—)\2

U1 5 Y1 5 Y2
A — A A+ A
yh = 12 201 + 12 2y
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con A\; < 0. cuya solucién general es

y1(z) = CreM® 4 Coe”,

yo(x) = CreM® — Chete®,

Tomamos y;1(0) = 2, y2(0) = 0 de modo que C; = Cy = 1.
Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales vamos a utilizar el
método de Euler explicito y el método implicito de Gauss-2.

Cuando resolvamos el sistema con el método implicito de Gauss-2

Yn-l-l:Yn_"hMa

M = F(z,+2Y,+2M),

resolveremos el sistema no lineal mediante el método de Newton en 2 varia-
bles.

Vamos a aplicar el método a la ecuacién considerando distintos valores
de X y distintos h, de forma que podamos aumentar la rigidez del sistema.
Aplicamos extrapolacion de Richardson y extrapolacion polinémica reciproca
con dos y tres nodos para compararlas.

En las pruebas numéricas realizaremos la extrapolacion pasiva en Y (1) y

consideramos siempre \; = —1
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Tabla 5 Error en el método explicito de Euler, con tres nodos 4h, 2h y h.

Datos de entrada | Ext. Rich | Ext. Pol. Rec. | Método
X =—-2,h=0,01 4,54e — 7 6,18¢ — 6 4,64e — 3
A= —40,h =0,01 1.41le — 6 1,54e — 6 2,6le — 3
A = —100,h =0,009 | 1,35e +11 | 9,74e — 1 2,34e — 3
Ao = —400,h = 0,002 | 2,99¢ +42 | 9,68e — 1 5,20e — 4
Ao = —400,h = 0,001 | 4,35e — 10 | 7,07e — 10 2,60e — 4
Ao = —100,h = 0,004 | 5,56 — 6 5,57e — 6 1,04e — 3

Tabla 6 Error en el método implicito de Gauss-2, con tres nodos 4h, 2h y h.

Datos de entrada | Ext. Rich. | Ext. Pol. Rec. | Método
A = —200,h=0,1 7.24e — 1 8,92e — 1 1,90e — 1
Ao = —200,h =0,06 | 9,25e—2 9,25¢ — 2 3,89¢ — 3
Ao = —400,h = 0,1 1,36e + 0 2,09¢ + 0 5,19¢ — 1
Ay = —400,h =0,03 | 1,65 — 2 1,61le — 2 1.55e¢ — 2
Ay = —1000,h = 0,07 | 1,27 +0 1,70e — 1 5,19e — 1
A =—100,h=0,03 | 1,5le —3 1,51le — 3 3,86e — 5

Atendiendo a los resultados de las tablas 5 y 6, observamos que cuando
disminuyen los valores de Ay la extrapolacién polinémica reciproca tiene un
mejor comportamiento.

En las figuras 1,2,3,4 y 5 fijamos un A y A\ = —1, y movemos A\, para ver
el comportamiento numérico de las extrapolaciones. Para ello consideraremos
el cociente Log(E1/E2), siendo E1 el error cometido con la extrapolacién
polinémica, y E2 el error de la extrapolacién polinémica reciproca.

Podemos observar como el comportamiento del error es mejor en la ex-

trapolacién polinémica reciproca en el método explicito a medida que dismin-
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Extrapolaciones Sistema EDO. Met Euler

12p¢

O Rich. VS Reci.

Log(E1/E2)

1 1 1 1 1 )
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I

Figura 2.1: Cociente de los errores en la extrapolacion de Richadson y ex-
trapolacion reciproca aplicando el método de Euler al sistema, h=0,1 .

uyen los valores de Ay, es decir, conforme aumenta la rigidez del sistema (ver
figuras 1 y 2). Por otro lado, en el método implicito ambas extrapolaciones

son comparables (ver figuras 3, 4 y 5).
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Extrapolaciones Sistema EDO. Met Euler
60pm

O Rich. VS Reci

10

10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 2.2: Cociente de los errores en la extrapolaciéon de Richadson y ex-
trapolacién reciproca aplicando el método de Euler al sistema, h=0,01 .
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Extrapolaciones Sistema EDO. Met Gauss-2

10O Rich VS Reci

1 1 1 1 1 1 1 1 1 )
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

I

Figura 2.3: Cociente de los errores en la extrapolacion de Richadson y ex-
trapolacion reciproca aplicando el método de Gauss al sistema, h=0,1 .
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Extrapolaciones Sistema EDO. Met Gauss-2

10fORich VS Reci

1 1 3
0 500 1000 1500

Iy

Figura 2.4: Cociente de los errores en la extrapolacién de Richadson y ex-
trapolacién reciproca aplicando el método de Gauss al sistema, h=0,05 .
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Extrapolaciones Sistema EDO. Met Gauss-2

10O Rich VS Reci

-2
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I

Figura 2.5: Cociente de los errores en la extrapolacion de Richadson y ex-
trapolacion reciproca aplicando el método de Gauss al sistema, h=0,01 .
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Analicemos el comportamiento del método de Euler en este sistema. La

solucion numérica de dicho método es

Yin = (]_ + h/\l)n + (]_ + h)\g)n,

Yon = (1 + h)\l)n — (1 + h)\g)n7
esta aproximacién numérica convergera a la solucién si
[T+ hN| <1y [1+h] <1

Sin embargo si tomamos |\y| muy grande en comparacién con |A;| tendriamos

que tomar como longitud de paso

De modo que si Ay = —1 y Ay = —1000, entonces debemos tomar i < 0,0002.
El coeficiente i—; exige una disminucion significativa de paso para evitar in-
estabilidad. En general, esperamos que un sistema de ecuaciones diferenciales
y = f(z,y), y € R" sea rigido si la matriz f,(r,y) tiene autovalores propios
A con Rel << 0.

De hecho, es frecuente designar al cociente de los médulos de los autovalo-

res de mayor y menor médulo como coeficiente de rigidez del sistema.

)\max

)\min
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No todos los métodos numéricos presentan tanta sensibilidad a la estabili-
dad. En el capitulo 1 ya notamos el buen comportamiento de los métodos
implicitos como alternativa a los explicitos en problemas rigidos.

Si aplicamos al sistema (2.2.1) el método de Euler implicito

Yn = Yn—1 + hf<xn7 yn)

tendriamos por soluciéon numérica

| |
v = ) )
1 1

n

v = () T,

que convergerd a la solucion si

<1,

L—h& <1y‘

1 — hXs
que se cumple para cualquier valor de Ay, Ay < 0.

En definitiva, el método implicito de Euler no requiere ninguna restriccion
de paso para evitar la inestabilidad. Esto no quiere decir, por supuesto, que
cualquier h valga. Serda necesario escoger h > 0 suficientemente pequeno

como para que el error local sea razonablemente pequeno y aproximemos

adecuadamente a la solucién.

6f(z,y)

Para los sistemas de ecuaciones, consideramos el Jacobiano J = 5
Yy

como una primera aproximacion a y' = f(x,y).
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y = Jy.
Si aplicamos el método de Euler, obtenemos

Ynt1 = R(hJ)y, con R(z) =1+ z.

En general, para los métodos Runge-Kutta tenemos que la funcion de esta-

bilidad del método es
R(z)=1+20"(I —zA)'e 2€C,

siendo e = (1,...,1)", b7 = (b, ...,bs) y A = (a;;) los coeficientes de los
métodos Runge-Kutta. De hecho para los Runge-Kutta explicitos (p = s)

tenemos que

2 28

z
o Tt
s!

R(z)zl—irz—l—z!

Definicién 1 Se define como dominio de estabilidad de un método al con-

Junto
S={z€C:|R(z)| <1}.

Que en el método explicito de Fuler es el circulo de radio 1 y centro -1,

debido a que R(z) = 1+ z. Sin embargo en el método implicito de Euler como

R(z) el dominio de estabilidad es el exterior del circulo de radio 1 y

:1—i—z

centro 1. Por lo tanto es un método muy estable.
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Definicién 2 Un método es A-estable si S O C~ = {z: Re(z) < 0}.

Asi, si un método es A-estable podremos elegir la longitud de paso h sélo
por motivos de precision, sin restricciones debidas a la estabilidad. Ademés
estos métodos serdn, en general, buenos a la hora de resolver problemas

rigidos.
Corolario 1 Ningin método Runge-Kutta explicito puede ser A-estable.

Para un analisis detallado de lo anterior se puede consultar los capitulos

IV.2 y IV.3 de [22]

2.3. Resultados numéricos.

2.3.1. Sistema lineal y no lineal asociado

Vinculado al sistema lineal ya estudiado en la secciéon anterior

DR PR Y

yl 9 U 9 Y2,
Al — A A+ A
Yy = 12 2y1+ 12 2927

consideramos el siguiente sistema no lineal asociado

D YRS VD Vi ¥

A
Y1 7 Y1 5 Y2 +A3U1Ye,
Al — A AL+ A
yp = 5 2+ 2 5 2 s +Asy1ys.
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El cual vamos a resolverlo por el método implicito de Euler debido a la

elevada rigidez a la que vamos a someter el sistema.

Tabla 7 Error en el método implicito de Euler, 2h y h. Sistema no lineal con yo = [1,1]

Datos de entrada Ext. Rich | Ext. Pol. Rec.

h=001, \ =102 dg= 102 X3 =10% | 405 +0 |424e—1

h=001,A =-10° XAy =—10"%, A3 = 10* | 4,5le — 1 2,44e — 1

Tabla 8 Error en el método implicito de Euler, 2h y h. Sistema no lineal con yo = [2,0]

Datos de entrada FExt. Rich | Ext. Pol. Rec.
h=0,05, A\ =—1,A =—-100, A3 =200 | 1,28¢ + 1 5,24e — 1
h=0,05, A\ =—1 A =—100, A3 =300 | 1,25e +0 5,33¢ — 1

En este caso para forzar una alta rigidez del sistema vamos a considerar

distintos valores de A de forma que el cociente

A2
A1

sea grande pero [Az| > |Aq].
Como podemos ver en las figuras 6 y 7 el comportamiento de la extrapolacion
polinémica reciproca es mejor que la de Richardson, mostrando acordes re-
sultados de las tablas 7 y 8. Hacemos notar que las tablas 7 y 8 corresponden
a raices distintas ([1, 1] y [2,0]) del mismo problema no lineal asociado, asi co-

mo las figuras 6 y 7.
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Figura 2.6: Sistema no lineal. Aproximacion con extrapolacién Richardson (o)
y reciproca (*) a y; con el método de Euler implicito, \; = —10% Ay = —1072
)\3 = 1037 Yo = [17 1]
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Figura 2.7: Sistema no lineal. Aproximacién con extrapolacion Richardson
(o) y reciproca (*) a y; con el método de Euler implicito, Ay = —1Ay =
—100)3 = 200, yo = [2,0].
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2.3.2. Reaccion quimica: Oregonator

El Oregonator es un modelo tedrico para un tipo de reaccién autocatalitica.
De hecho, es el modelo realista mas simple de la dindmica quimica de la reac-
cion oscilatoria de Belousov-Zhabotinsky. El modelo fué creado por Richard
M. Noyes en la Universidad de Oregon, a la que debe su nombre. Esta reac-
cién presenta notables propiedades quimicas como cambios oscilatorios en el
color y la estructura, presentando gran velocidad en los cambios de concen-
traciéon. Esta velocidad en los cambios de concentracion origina la alta rigidez
del sistema.
Consideremos entonces el siguiente sistema que describe esta conocida reac-
cién quimica entre HBrOy , Br~ y Ce(IV).

Yy = T7.27[y2 + y1 (1 — 8,375 - 100y, — y)],

/

Yo

= 77727[93 — (1 +y1)yal,

ys = 0,161(y1 — ya),

con y1(0) =1, y2(0) = 2, y3(0) = 3.

Este es un ejemplo de ecuacion diferencial rigida. Dada la experiencia
con las ecuaciones escalares rigidas, podemos esperar que la extrapolacién

polinémica reciproca tenga un mejor comportamiento que la lineal.

Aplicaremos el método de Euler como método explicito y el método de
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Euler implicito para 2h y h. En dichos métodos aplicaremos tanto la extrapo-

lacién lineal y como la no lineal para comparar los resultados.

Tabla 9 Error en el método explicito de Euler, 2h y h. Oregonator
Datos de entrada | Ext. Rich | Ext. Pol. Rec.

h=002,0=2 1,207e +1 | 9,167 — 1
h=001,b=2 4,158¢ —2 | 2,065¢ — 2
h=0025,b=5 | NaN 6,964¢ — 1

Tabla 10 Error en el método implicito de Euler, 2h y h. Oregonator
Datos de entrada | Ext. Rich | Ext. Pol. Rec.

h=0,1,b=2 34be —2 | 4,46e — 2
h=0,05,b=2 307c—2 | 329 —2
h=005,b=5 307c—2 | 329 — 2

En las figuras 8 y 9 hemos representado la variable y; para el problema
del Oregonator. Observamos que la extrapolaciéon polinémica reciproca se
aproxima antes a la solucién que la extrapolacion lineal cuando aplicamos
extrapolacién al método explicito (figura 8).

Por otro lado cuando aplicamos la extrapolacion al método implicito ambas
son comparables, ademas podemos observar el mejor comportamiento del
método implicito ya que no requiere una discretizacién tan fina (h = 0,05)
como el explicito (h = 0,02 o h = 0,01). Las gréficas representadas estéan

acordes con los resultados numéricos de las tablas 9 y 10.

Nota 1 Para representar las aproximaciones de las extrapolaciones hemos

realizado la extrapolacion en cada paso h (extrapolacion activa).
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Extrapolaciones M. Euler h=0.02
25p

#* Reci.
C  Richa.
— Solu.
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Figura 2.8: Oregonator. Aproximacién con extrapolacion Richardson y
reciproca a y; con el método de Euler.
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O Rich.
#* Reci.
— Solu.

Figura 2.9: Oregonator. Aproximacién con extrapolacion Richardson y
reciproca a y; con el método implicito de Euler.
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Hemos observado que en el caso implicito el comportamiento de am-
bas extrapolaciones son comparables. Vamos entonces a considerar de nuevo
el problema del Oregonator dificultando el arranque, para ello hemos con-
siderado distintas raices y presentamos algunas en las que la extrapolacién
polinémica reciproca tiene un mejor comportamiento que la polinémica, al
menos de forma cualitativa.

Y, = T7,27[ys + y1 (1 — 8,375 - 1070y, — yo)],

/

Y

= -1
77’27[93 (1 4+ v1)yal,
ys = 0,161(y; — y3),

con yo = [10 1 0,1].

Tabla 11 Error en el método implicito de Euler, 2h y h. Oregonator

Datos de entrada FExt. Rich | Ext. Pol. Rec.
h =0,005, yo =[10 1 0,1] | 3,67e + 4 2,74e + 4
h =0,005, yo = [1 1,1 1] 1,64e + 4 9,73e + 2

A pesar de que en vista de los resultados de la tabla 11 ninguna de las
dos extrapolaciones obtiene buenas aproximaciones, observamos en la figu-
ra 10 un mejor comportamiento cualitativo de la extrapolaciéon polindémica

reciproca.
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12 g

10+

Figura 2.10: Oregonator. Aproximacién con extrapolacién Richardson y
reciproca a y; con el método de Euler implicito para h = 0,005 y y, =
[10 1 0,1]
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2.3.3. Circuito eléctrico: Ecuacion de Van der Pol

El oscilador de Van der Pol modela un circuito electréonico implementado
en las radios de los anos 20 propuesto por Balthasar Van der Pol cuando tra-
baja como ingeniero para Philips. Es un oscilador no lineal con amortiguacion

regido por la ecuacion diferencial de segundo orden

Yy +uy? -1y +y=0

en la que pequenas oscilaciones se amplifican y las grandes oscilaciones se
amortiguan. Consideremos el siguiente sistema no lineal asociado al oscilador
de Van der Pol

Y = Ya,

yo = 1l = yi)y2 — u1,

con y1(0) = 2, y2(0) = 0.

Vamos a integrar el sistema para diferentes valores de p y distintos valores
de h. Este problema es facilmente integrable para valores de p moderados.
Aumentaremos los valores de p y variaremos la discretizacién de h para

modificar la estabilidad y rigidez del problema.
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Figura 2.11: Aproximaciones de las extrapolaciones de Richarson y reciproca
para la ecuacién de van der Pol, h = 0,02 p = 15, u = 25 (Izq y Dech. resp.).

Tabla 12 Error en el método explicito de Euler, 2h y h. Ecuacién de Van der Pol

Datos de entrada | Fxt. Rich | Ext. Pol. Rec.
h=0,02,u=2 1,313e — 2 | 1,315e — 2
h=002,u=5 7,267¢ — 3 | 7,346e — 3
h=0,02,u=15 5,645¢ — 3 | 5,085e — 3
h=0,02, u=20 1,761le — 2 | 1,634e — 2
h=0,02, u=25 9,747 — 2 | 7,014e — 2

En las figuras 11,12,13 y 14 hemos representado la variable y, para la
ecuacién de Van der Pol . Cuando fijamos el valor de h (fig. 11 y 14) ambas
extrapolaciones tienen un buen comportamiento para moderados valores de
(. Sin embargo, si aumentamos los valores de p, p = 25 para el método
explicito 6 © = 600 para el método implicito, la extrapolaciéon polindémica

reciproca tiene un mejor comportamiento que la extrapolacién de Richardson.
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Figura 2.12: Aproximaciones de las Ext. de Richarson y reciproca aplicando
el M. Euler para la ecuacién van der Pol, u = 100 y h = 0,004, h = 0,005
(Izq. y dech.)

Tabla 13 Error en el método explicito de Euler, 2h y h. Ecuacion de Van der Pol

Datos de entrada | Ext. Rich | Ext. Pol. Rec.
h=0,001, u=100 | 4,193e —4 | 4,195e¢ — 4
h=0,002 , pn=100 | 1,863e —4 | 1,890e — 4
h =0,004 , p =100 | 3,531le —3 | 3,475e — 3
h =0,005, p =100 | 4,862¢ —2 | 3,554e — 2

Por otro lado, cuando fijamos el valor de p (fig. 12 y 13) ambas extrap-
olaciones tienen un buen comportamiento para discretizaciones lo suficien-
temente finas, h = 0,02 para Gauss y h = 0,004 para Euler. Sin embargo,
si aumentamos los valores de h, la extrapolacién polinémica reciproca tiene
un mejor comportamiento que la extrapolacion de Richardson tanto en el

método explicito (fig.12) como en implicito (fig.13).
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107 Extrapolaciones M. Gauss p =100 h=0.02
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Figura 2.13: Aproximaciones de las Ext. de Richarson y reciproca aplicando
el M. Gauss-2 para la ecuaciéon van der Pol. p = 100 y h = 0,05, h = 0,02

(Izq. y dech.)
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Figura 2.14: Aproximaciones de las Ext. de Richarson y reciproca aplicando
el M. Gauss-2 para la ecuacion van der Pol. h = 0,01, u = 300 y u = 600,

(Izq. y dech.)
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Tabla 14 Error en el M. imp. de Gauss, 2h y h. Ecuacion de Van der Pol, fijando u

APLICACION A SISTEMAS DE EDO’S

Datos de entrada | Fxt. Rich | Ext. Pol. Rec.
h =0,05, p =100 5,320e +0 | 9,589 — 1
h=0,02, p=100 1,096e — 3 | 1,096e — 3
h=0,01, p=100 7,680e —4 | 7,680e — 4
h =0,005, 4 =100 | 5,489¢ — 4 | 5,488e — 4

En los resultados numéricos de este ejemplo de sistema rigido observamos
la gran ventaja que presentan en general los métodos impicitos para proble-
mas rigidos. Sirva de ejemplo para el caso y = 100 la cantidad de evaluaciones

que nos ahorramos para obtener una aproximacién aceptable. Ver figuras 12,

13 y tablas 13 y 14.

Tabla 15 Error en el M. imp. de Gauss, 2h y h. Ecuacion de Van der Pol, fijando h

Datos de entrada | Fxt. Rich | Ext. Pol. Rec.
h=0,01, u=150 5,112e — 4 | 5,112e — 4
h=0,01, =300 |6,648¢c—4 | 6,652¢ —4
h=0,01, =500 |82l4e—4 | 8,216e —4
h=0,01, =600 |4,529e+1 | 1,906e+ 0

Hemos observado (tablas 14 y 15) que en el caso implicito el compor-
tamiento de ambas extrapolaciones son comparables. Vamos entonces a con-

siderar de nuevo el problema de Van der Pol dificultando el arranque tomando

como dato inicial del método yy =

y/l = Y2,
y/z = H(l - y%)yz — Y1,

con y1(0) = 2, y2(0) = —100.

2 —100].
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Figura 2.15: Van der Pol Forzado. Aproximacion con extrapolacién Richard-
son y reciproca a ys con el método de Euler Implicito. h=0.01 yo = [2 — 100]
y u = 100

Tabla 16 Error en el M. implicito de Euler, 2h y h. Ecuacion de Van der Pol forzado

Datos de entrada | Fxt. Rich | Ext. Pol. Rec.
h=0,01, p =100 5,22e + 2 5,46e + 0
h =0,05, u =200 1,.89¢ 4+ 0 3,27e — 1
h=0,01, =200 |3,5le+0 8,37e — 1
h =0,01, u =500 2,60e + 0 2,69e — 1

Observamos (figura 15 y tabla 16) que al menos de forma cualitativa
nuestra extrapolacién polinémica reciproca tiene un mejor comportamiento

que la polinémica.
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2.3.4. Problema stiff altamente oscilatorio no lineal

Sea el siguiente sistema oscilatorio stiff no lineal
Y1 = Ya,
Yo = —500y; + 1073y3,

con 1(0) = 3, 2(0) = 0.

Tabla 17 Error en el M. implicito de Euler, 2h y h. Sistema Stiff oscilatorio no lineal

Datos de entrada | Ext. Rich | Ext. Pol. Rec.
h = 0,002 9,810 1,67el
h = 0,001 3,440 6,96e — 1

Debido a la oscilacion y alta rigidez del sistema para obtener un resultado
satisfactorio hemos tomado un A = 0,001. Como podemos ver en la tabla 17
para un h mayor no obtenemos buenos resultados. Para h = 0,001 observa-
mos en las figuras 16 y 17 que nuestra extrapolacién polindémica reciproca
tiene un mejor comportamiento en lo puntos criticos de la solucion que la

extrapolacion de Richardson.
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Figura 2.16: Aproximaciones de las extrapolaciones de Richarson y reciproca
para el sistema stiff oscilatorio no lineal, A = 0,001. Representamos ambas
variables
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Figura 2.17: Detalle del sistema stiff oscilatorio no lineal
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2.3.5. Problema lineal stiff altamente oscilatorio

Para finalizar con los ejemplos numéricos vamos a presentar un sistema
muy stiff pero lineal. Sea el siguiente sistema oscilatorio lineal
Yy, = —2y1 + y2 + 2sin(z),
Yo = =(B+2)y1 + (6 4+ 1)(y2 — cos(x) + sin()),
con y;(0) = 2, y2(0) = 3,

cuya soluciéon es
y1(x) = 27" 4 sin(x), y2(x) = 27" + cos(x),

independiente del parametro §. No asi los valores del jacobiano del sistema
que son A\; = —1 y Ay = (3. Por lo que podemos escoger 3 como queramos
para aumentar la rigidez del sistema oscilatorio.

Sin embargo, para este problema oscilatorio para cualesquier valor de (3
que se tome ambas extrapolaciones tienen un buen comportamiento. Véase
por ejemplo la figura 18 en la que se ha tomado por valores propios -1 y

—10100,
2.4. Coeficiente de rigidez

Para finalizar el capitulo, vamos a analizar la rigidez de los ejemplos

numéricos vistos atendiendo al coeficiente de rigidez del sistema.
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Figura 2.18: Sistema lineal stiff con valores propios —1 y —101%°

2.4.1. Sistema lineal y no lineal asociado

En el sistema lineal, el jacobiano y la matriz coinciden

A+A A=A

2 2
A=A AL+ A ’
2 2

con autovalores
)\l ) )\2 )

y con coeficiente de rigidez

)\ma:v

A2
A1

9

Amin
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que hemos aumentado para testear las extrapolaciones lineales y no lineales
tanto para métodos explicitos como implicitos, fijando \; = —1 y aumentan-
do los valores de |Ag].

Por otro lado, el jacobiano del sistema no lineal asociado es

A+ A A — A

: 5 24 Ay =24

A — A AL+ A ’
12 2t e 24

que evaluado en y;(0) = 1, y2(0) = 1 tenemos

AL+ A A — A
12 2400 T2
Al — A A A )
1 2+/\3 1+ 2+)\3
2
con autovalores
AL+ 2A3, Ay

como hemos tomado A3 y Ay los valores mayor y menor respectivamente en

valor absoluto en el caso yp = [1 1], tenemos por coeficiente de rigidez

)\max

)

a2
- |75

)\min

que nos permite considerar el sistema no lineal con rigidez muy alta.
2.4.2. Reaccion quimica: Oregonator

El Jacobiano de la reaccion quimica Oregonator es
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7727(1—2-8,375- 1075y, —ys) T7.27(L—y1) O

-1 1 (1+ )
77,27 72t Y Ty
0,161 0 —0,161
en y1(0) =1, y2(0) = 2, y3(0) = 3 tenemos
77,27(—=1—2-8,375-1079) 0 0
-2 —2 1
77,27 7727 77,27
0,161 0 —0,161

con autovalores

-2

Ny = ——
YT et

Ay = —0,161, Ay = —77,27(1 + 2 - 8,375 - 10~9).

2|~ 2985 notamos la

Atendiendo al coeficiente de rigidez del sistema

min

gran rigidez del mismo.
Para el caso del Oregonator forzado vamos a observar una rigidez ain

mayor. En y;(0) = 10, y2(0) = 1, y3(0) = 0,1 tenemos
77,27(—20-8,375-10°%) —97727 0

—1 ~11 1
77,27 727 7121 |7
0,161 0 —0,161

con autovalores

A\ o~ —3,157, Ay = 2,841, \3 = 3,30 - 1075

Por lo tanto la gran rigidez es mayor debido a que el coeficiente de rigidez es

)\max

Amin

~ 95522
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2.4.3. Circuito eléctrico: Ecuacion de Van der Pol

El Jacobiano de la ecuacién de Van der Pol es

(o1 wr )
—2py1y2 — 1 M(l - y%)

en 41(0) = 2, y2(0) = 0 tenemos

0 1
-1 =3u )’
con autovalores

A= =3+ /9u? —4 Ny — =3 — /9% —4
2 TR 2 ’

con coeficiente de rigidez

)\maa: - _3M_ V 9:“’2_4
Amin| —3p+ /9% — 4|

que no es muy grande para valores de pu pequenos, pero si para valores

grandes.
1 6,88
3 78,98
10 | 897,99
100 | 89997,99

De hecho, es facil comprobar que si 4 — oo entonces

—3p—/9u? —4
=31+ /9u? —4

— OO
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Para la ecuacién de Van der Pol forzada y;,(0) = 2, y2(0) = —100 el

jacobiano se queda

0 1
400 — 1 —3p

con autovalores

—3p + /92 + 16001 — 4 \ =3 — /9% + 1600p — 4
pu— ; 2 p—

A
! 9 9

con coeficiente de rigidez creciente conforme tomamos mayores valores de .

2.4.4. Problema oscilatorio
El problema oscilatorio lineal tiene por jacobiano
—2 1
-B+2) f+1)°
con autovalores propios
)\1 = 67 )\2 = _1a

por lo tanto el coeficiente de rigidez es

)\max

=16l

)\min
Pudiendo escogerlo tan grande como queramos. Recordamos que en la
seccién anterior se ha escogido 3 = —10'% obteniendo de este modo una

rigidez al sistema altisima (ver figura 18).
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Capitulo 3

Problemas de valores frontera y
la extrapolacion polinémica
reciproca

3.1. Introduccion

En los primeros capitulos hemos visto las ventajas numéricas que tienen
las extrapolaciones, y en particular la extrapolacién polindémica reciproca, a

la hora de resolver problemas de valores iniciales.

{ y/ :f(t,?/)
y(a) = yo
Cony:[a,b) — R", f:[a,b] x R" — R™

Del mismo modo estos métodos se pueden aplicar a problemas del tipo

y = ft.y.y"),
y(a) = y07

5
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y/<a) =Y,

a los que, realizando el cambio de variable

v= (5) - (f(f Y))’

Y
y asi llamando F(t,Y) = < 1t ly)) obtenemos el problema de valor inicial
Y' =F(t,Y),

o= (5)

Los problemas que veremos en este capitulo son del tipo

y' = f(ty.y) (3.1.1)
y(a) =
y(b) =03

que son los denominados problemas de valores frontera (en adelante PVF) o
problemas de contorno.

Problemas andlogos aparecen con las condiciones de contorno
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o en general con condiciones

ay(a) + ey (a) = a

csy(b) + cay' (b) = 3

Desafortunadamente la solucion a estos problemas no siempre existe, se
deben dar unas determinadas condiciones para que ésta exista. Algunos re-
sultados de existencia y estimacion de errores los podemos encontrar en los
libros de [32], [16] y sobre todo en el libro de [23]. Sirva de ejemplo el siguiente

resultado que podemos encontrar en el tltimo libro referenciado.

Teorema 3 FEl problema de valores frontera

7

yl :f(tay)

tiene solucion unica st Su es continua, no negativa y acotada en la franja
Y

infinita 0 <x <1, —co<x <00
Diversos son los métodos de resolucién planteados a estos problemas; los
métodos del tiro, métodos de colocacion o métodos de las diferencias finitas.

En este capitulo nos centraremos en éstos tltimos debido a la posibilidad que
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nos ofrece para aplicar extrapolaciones tanto lineales como no lineales con el
objeto final de compararlas.

La idea bésica de todos los métodos de diferencias es, mediante la ayuda
del desarrollo de Taylor de una funcién, reemplazar las diferentes derivadas
en la ecuacién diferencial por apropiados cocientes diferenciales, discretizar
un intervalo dado y por ultimo resolver el sistema de ecuaciones obtenido.

Consideremos el problema de valores frontera de segundo orden para la
funcién y : [a,b] — R como el descrito en (3.1.1).

Para discretizar el problema, subdividimos el intervalo [a,b] en n + 1

subintervalos equiespaciados

a=1x9<T1..Tp < Tpyp =D,

xj = a+ jh,
b—a

hI: = T; — Xj.
nal +1

. . ! 17
Para un determinado z; queremos aproximar y (z;) e y (x;)
. . . / ’ s 2
Una primera idea para aproximar y (z;) basdndose en la definicién de

limite seria
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Podemos ver con desarrollos de Taylor, suponiendo y € C?[a, b], que existe

§ € @i, w441] tal que

yl@in) = ylzi) + ’ <19'UZ) (Zip1 — @) + . 2(!5) (ip1 — 1),
o) 20D _ ) 4 VD s -2
y () - y(?iz —A) o),

. ’ . . .y
Obteniendo para y (x;) una primera aproximaciéon de orden uno.

Anélogamente aproximando por la izquierda obtendriamos

y(w;) — y(xi_1)
Ty — Ti—1

y/(wz) - = O(h)-

Pasemos a aproximar y (z;) desarrollando con Taylor suponiendo y €

04[61,19],51,52 S [x’iaxiJrl]

y(is1) = y(z;) + Y g?z)h + Y ;Ti)iﬂ + y (!x")]ﬁ + yw4(!51’>h4
y(xi1) = y(z;) + ﬂ(_h) + ) (-Ti)(_h)2 + y (2:) (—h)3 + ) (€2>(—h)4

3! 4!
De forma que al sumar las expresiones, debido a la simetria, desaparecen

las primeras y terceras derivadas, asi

+o0
y(Tis1) — 2y(x) + y(wia) =y (z)h* + ) Ceh®. (3.1.2)
k=2
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Pudiendo tomar como aproximacién de y” (x;) de orden 2

y(@it1) — 21/}(;@') +y(@iza) Y ()] = O(n2).

Partiendo de esta idea, podemos aproximar y'(x;) desarrollando por Tay-

lor de modo andlogo

o) =yl + L0y U0y V6D,
i) =yl — LU0y TS0 VD) e
y(Tit1) = y(zia) = 2y (x)h + O(h®). (3.1.3)

. . . .7 /
Consiguiendo como aproximacion de y (x;)

y($i+1)2—hy($i—1) —y (z;)| = O(R?).

En principio puede resultar paraddjico que z;_; obtenga mejor aproxi-
macién sobre 3 (x;), de orden dos, que z;, de orden uno. Pero esto es debido
que al tomar los puntos x;_; e x;11 al estar centrado el punto que queremos

aproximar, x;, es mejor.
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Usando estas aproximaciones obtenemos el sistema de ecuaciones, en prin-

cipio no lineal

Yo = y(a) = a,
Yirr =20 + Y1, Yl — Yol
h2 - f(xlvylv 2h )7
Ynt1 = y(b) = B,

parai=1,2,....n.
3.1.1. Un primer ejemplo: problema 1

Consideramos el siguiente problema de valores frontera

y — 4y =0,

que tiene por solucién real y(z) = senh(z).

senh(2)

Tenemos las siguentes ecuaciones para cada y; = y(z;)

Z/0:0>

Yie1 — 2Ui + Vi1
2

—4y; =0 parat=1,2,..,n,

yn+1 = 5

Parat=1,2,....n
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Viv1 — 2y; +yio1 — 4h2y; = 0,

Yio1+ [—2 — 4h*y; + yiy1 = 0,

Llamando
Y1 0
Y2
g = ) b = )
’ 5
Yn
—2 — 4h? 1 o . . . 0
1 —2—4h%* 1 0 .
0 1 L 0
A= 0 )
) 1 0
. 1 —2—4h? 1
0 0 1 —2 — 4h?

En general, las matrices que aparecen para resolver los sistemas de ecua-
ciones tienen geometrias sencillas. De este modo podemos resolver A y = b

para obtener una aproximacioén g de orden O(h?) para el problema planteado.

3.2. Técnicas de aceleracion.

Una desventaja del esquema introducido en la seccién anterior es que sélo
obtenemos segundo orden de convergencia. Este orden, en muchos problemas,
no es eficiente y nos obliga a elegir discretizaciones demasiado finas que, en
la practica se traduce a resolver sistemas de ecuaciones demasiado grandes,

lo cual provoca un altisimo coste computacional.
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Existen dos posibles alternativas para aumentar el orden. La primera
es definir esquemas con métodos de orden mayor, como los esquemas im-
plicitos de Runge-Kutta introducidos en el libro [7] que tienen mayor or-
den pero son mas caros computacionalmente. Otra opcion alternativa para
obtener métodos de mayor orden es tomar el esquema expuesto en la sec-
cién anterior y acelerar su convergencia aplicando extrapolacion o correccién
diferida (método de aceleracién que usa una sola discretizacién y una mejor
aproximacién del error local de truncamiento), repitiendo los procesos si fuera
necesario.

Vamos a escoger la segunda alternativa, de hecho aplicaremos tan-
to extrapolacién polinémica como la extrapolacién polinémica reciproca.
Veamos el orden obtenido al aplicar extrapolacion al esquema anterior.

Sea el PVF con y : [a,b] — R como el definido en (3.1.1).
Consideramos dos discretizaciones del intervalo [a,b] dividiendo en subin-
tervalos equiespaciados de paso h y 2h. El coste computacional se reduce
mas de lo esperado debido a que al aplicar extrapolacion obtenemos nuevas
aproximaciones de 4 (z;) e ¥ (z;) que son de orden 4, veamoslo. Debido a la

desaparicién de las derivadas segundas y cuartas en (3.1.3) sabemos que

gy = PO ) a2 aght 4 O(),
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con a; y ao independientes de h, por lo que considerando
7, (2h) = o' (2;) + a122h? + ap2*h* + O(hY),
realizando bien extrapolacion polinémica o la reciproca obtenemos orden 4.

F(g;(2h), 5;(h)) = == =y (@) + (2%az — 2'ap)h* + O(h°) =

O(hY).

Por otro lado debido a la desaparicién de las derivadas primera y tercera

en (3.1.2) sabemos que

i (h) = Y(@iy1) — 2y(x:) + y(wi1)

23 =y (z5) + bih? + byh* + O(hY),

por lo que considerando
; (2h) =y (2;) + bi122h? + b2*h* + O(RS),

realizando bien extrapolacién polinémica o la reciproca obtenemos orden 4.

_ 2%5; (h) — i (2h)

22 _ 1 =y () + (22by — 2*0x)n* + O(h°) =

F(g:(2h)",5; (h))

O(h?)
En definitiva, el esquema que seguiremos sera el siguiente:

1. Consideraremos 2 discretizaciones 7y, my equiespaciadas de pasos h, 2h

del intervalo [a,b]. Para las que obtenemos matrices A, y B de
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b—a

tamanos N — 1y M — 1 respectivamente, donde N = .

b—a
2h

y M =

2. Resolvemos los sistemas de ecuaciones triangulares definidos por A, (h)
y Br,(2h) de forma que obtenemos las aproximaciones ;(h), ¢;(2h) de

y(x;) de orden 2.

3. Por ultimo, para los z; determinados realizaremos bien extrapolacion

de Richardson o extrapolacién polinémica reciproca obteniendo orden

O(h%).

3.3. Primeros resultados numéricos

En la siguiente tabla, correspondiente al primer ejemplo presentado, pode-
mos observar cémo los experimentos numéricos concuerdan con lo expuesto

en la seccién anterior, las extrapolaciones aceleran la convergencia del méto-

do.

Tabla 18 Errores PVF problema 1.

Datos de entrada | M. Dif. Finitas | Ext. Rich | Ext. Pol. Rec.
h=0,1 2,193e — 3 3,769e — 5 | 4,668¢ — 5
h = 0,05 5,515e — 4 2,406e — 6 | 2,982e — 6
h = 0,01 2,212e — 5 3,922¢ — 9 | 4,809¢ —9
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3.3.1. Problema 2

Consideramos el PVF

y' =Ny =0,
y(0) =1,
y(1) = e,

que tiene por solucién real y(z) = €.

En la figura 1 hemos representado sobre la funcién solucion el cociente

Log( ElE Z;) donde F(x;) representa el error cometido por la extrapolacién
2\

de Richardson en el punto z;, y Es(z;) el error cometido por la extrapolacién

polinémica reciproca en el punto x;. De este modo cuando dicho cociente es

mayor que cero, el error cometido por Richardson sera mayor que el cometido

por nuestra extrapolacion.

Ey(z
Para valores moderados de A la proporcién de cocientes Log( El Ex ;) > 0
2\ T4
es similar a la de Log( Bl )) < 0 y ademéas muy proximos a cero, lo que
2\ T4

significa que ambos errores son comparables. Sin embargo, a medida que
tomamos A << 0 observamos como casi todos los puntos de la discretizacion
tienen un mejor comportamiento del error con la extrapolacién polinémica
reciproca. Podriamos preguntarnos si este problema de valores frontera es

rigido, la siguiente secciéon contestara a esta pregunta.
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Ext. Rich VS Reci. PVF Ejemplo. 2 = -50 h=0.01 Ext. Rich. VS Reci. Ejemplo 2. % =-100 h=0.01

og(E  /E,)
& o z
o
g
3
© %
g
L
%
,
A
%
og(E  /E2,)

Figura 3.1: Comparacién de los errores de la extrapolaciones de Richardson

y reciproca. PVF problema 2.

Tabla 19 Errores PVF problema 2.

Datos de entrada | M. Dif. Finitas | Ext. Rich | Ext. Pol. Rec.
h=01,\=-2 4,865e — 4 8,336e — 6 | 8,966e — 6
h=0,01, A= -2 4,887¢ — 6 8,589e — 10 | 9,248e — 10
h=0,01, A=-10 1,531le — 5 5,702e — 7 | 6,315e — 7
h=0,01, A= —100 | 1,408e — 2 2,004e — 3 | 2,252e¢ — 3

h =0,01, A = —400 | 3,741e — 2 1,246e — 3 | 1,182¢ — 3

3.3.2. Problema 3.

Sea el siguiente PVF que aparece en [32]

y" 4 400y = —400cos?(rz) — 2ncos(27x),

—20 1

y tiene por solucién real y(x) = 20z

—20x
1+ 6_206 + 1+ 6_206

— cos?(mx).
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Ext. Rich VS Reci. Ejemplo 3. h=0.01

06

04F

log(E, /E,)
Yoo

'
<
8}

-0.6F

-0.8
0

Figura 3.2: Comparacién de los errores de las extrapolaciones de Richardson
y reciproca PVF problema 3.
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Tabla 20 Errores PVF problema 3.

Datos de entrada | M. Dif. Finitas | Ext. Rich | Ext. Pol. Rec.
h=0,1 6,530e — 2 2,289¢ —3 | 2,110e — 3

h = 0,05 1,387e — 2 1,989¢ —3 | 1,828e — 3

h = 0,01 6,022¢ — 4 8,902¢e — 6 | 8,023e — 6

h = 0,005 1,509e — 4 5,678 —7 | 5,113e — 7

h = 0,001 6,044e — 6 9,146e — 10 | 8,234e — 10

Podemos observar como las técnicas de extrapolacion aceleran la conver-
gencia del método también en el tercer problema. Los errores cometidos por
ambos métodos son comparables (quizds algo mejores para la extrapolacién
polinémica reciproca) como se puede ver en la tabla 20. Ademads la propor-
cion de puntos intermedios donde la extrapolacién polindmica reciproca tiene

mejor comportamiento es similar a la polinémica (ver figura 2).
3.4. Perturbaciones Singulares.

En esta seccién vamos considerar problemas de valores frontera en la que
la derivada mayor aparece multiplicada por un pequeno parametro €, son
conocidos por el nombre de perturbaciones singulares. Veremos problemas

del tipo
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En la medida que ¢ — 0 el orden del método se reduce y se espera que
la solucién muestre regiones de alta variacién conectadas con regiones de
variacion suave. Este comportamiento de la solucién nos recuerda al compor-
tamiento que teniamos con los problemas rigidos de los problemas de valores
iniciales, y més concretamente en los sistemas de ecuaciones diferenciales
vistos en el capitulo anterior.

Para problemas de valores frontera lineales

/

y = A(x)y +q(z),

se definen los problemas rigidos (PVF stiff) cuando los valores propios de la

matriz A(x) son mucho mayores que el inverso de la longitud del intervalo,

1
b—a

. Por razones de eficiencia intentaremos que h no sea mas pequeno que

€, o incluso que € << h << 1.

El concepto de rigidez en andlisis numérico esta relacionado con las
perturbaciones singulares para problemas de contorno. Los problemas de es-
ta seccion ademads de ser problemas de perturbaciones singulares son ademas

PVF rigidos. De los cuales esperamos un mejor comportamiento de nuestra
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extrapolacion no lineal.

Antes de presentar los problemas propios de perturbaciones singulares volva-
mos al problema 2 para responder la pregunta formulada en la seccién ante-
rior, jes un problema rigido?

Veamos, resolver el PVF

es equivalente a resolver el PVF

1 1"

v —yv=0
y(O) =1,
y(1) = e,

1
de modo que la constante 2 influye en la ecuacién del mismo modo que €

para valores grandes de \. Por lo tanto el problema 2 es un problema rigido

cuando A << 0.
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Vicouss Shock. Ext. Rich VS Reci. h=0.02 s=1e-2 Viscous Shock. Ext Rich VS Reci. h=0.01 & =1e-3

Log(E,/E,)
o ¥x)

3

Figura 3.3: Comparacion de los errores Richardson y reciproca. PVF Viscous
Shock. h = 0,02 ¢ = 1072y h = 0,01 (Izq.) € = 1073(dcha.)

3.4.1. Problema 4: Viscous Shock

El siguiente problema que vamos a estudiar tiene la propiedad de tener un
fuerte salto en el origen que aumenta conforme disminuimos el valor de € (ver
figura 3). Este problema, que aparece en [24], recibe el nombre de Viscous

Shock

ey + 2y =0,
y(1) =1,
y tiene por solucién real
x 1.2 z
y(@) = erf N —=)er f(-o) = enf () == i et
NAREIS VAN
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Viscous Shock. Ext Rich VS Reci. h=0.01 ¢ =1e-6 Viscous Shock. Ext Rich VS Reci. h=0.01 & =1e-6

S Rich sk G Rich

0GO0000000000000000000F”

ye)  4r

YT
&8

g kR R R XK

p
ok A AR

R e
a 20p08808P®

4E000000000000000000C00C0

1 05 0 05 1 15 08 06 04 02 [ 02 04 06 08 1

Figura 3.4: Extrapolaciones Richarson y reciproca. PVF Viscous Shock. Apli-
camos Zoom en la imagen derecha.

En las graficas de la figura 3, observamos como los errores de ambas ex-

trapolaciones son comparables, sin embargo en la regién del intervalo donde
se produce el salto la extrapolacién polinémica reciproca tiene un mejor com-
partamiento.
En las graficas de la figura 4 donde € = 107% se puede observar que ninguna
de las dos extrapolaciones obtiene buenos resultados para la discretizacion
elegida. Sin embargo, observamos como nuestra extrapolacion polinémica
reciproca conseva la aproximacién a la solucién dentro de una franja de-
seable.

Para el problema Viscous Schock, observamos en la tabla 21 que numéri-
camente la aceleracién de la convergencia mediante la extrapolacion obtiene

buenos resultados. Ademas, nuestra extrapolaciéon polindémica reciproca tiene



94 PVF Y LA EXTRAPOLACION RECIPROCA

un mejor comportamiento que la polindmica para este problema rigido.

Tabla 21 Errores PVF problema 4. Viscous Shock.

Datos de entrada | M. Dif. Finitas | Ext. Rich | Ext. Pol. Rec.
h=0,02e=1e—2 | 5,029¢ — 3 1,937e —4 | 1,320e — 4
h=0,0le=1le—2 | 1,249 — 3 1,216e — 5 | 8,918¢ — 6
h=0,0le=1e—3 | 1,264de —2 1,148¢ — 3 | 8,942¢ — 4
h=00le=1le—4 | 1572 —1 2,145¢ — 1 | 1,477e — 1
h=0,0le=1e—4 | 3,229¢ — 2 9,367e — 3 | 5,966e — 3

3.4.2. Problema 5: Turning Point

El siguiente problema presenta una importante dificultad computacional
debido a que la ubicacién de un punto de inflexion ahora depende de la solu-
cién y por lo tanto no se conoce de antemano. De hecho, como podemos
observar en las figuras 5 y 6, la solucién tiene regiones lisas y oscilaciones en
la frontera y en el interior, que ademas aumentan de densidad conforme dis-
minuimos el valor de e. Este problema, que aparece en [24], recibe el nombre

de Turning Point.
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y tiene por solucién real la combinacién lineal de las funciones de Airy!

y(x) = ClAi(%) + C2Bz‘($)‘

Tabla 22 Errores PVF ejemplo 5. Tourning Point.

Datos de entrada | M. Dif. Finitas | Ext. Rich | Ext. Pol. Rec.
h=0,02¢=1e—2 | 7,355e—3 1,049¢ —4 | 1,114e — 4
h=00le=1e—2 | 1,843e—3 6,644e —6 | 6,751e — 6
h=0,0le=1le—3 | 9,380e+0 2,300e+1 | 6,591e — 1
h =0,000e =1le—3 | 1,513e+0 1,109e + 0 | 3,804e — 2
h =0,002¢ = le — 4 | 6,474e — 2 1,860e — 2 | 2,320e — 2

De nuevo notamos en la tabla 22 la acelaracion de la convergencia a través
de las extrapolaciones y ademas el mejor compartamiento de la extrapolacion
polinémica reciproca a la hora de aproximar a las soluciones de estos prob-

lemas perturbados (ver tabla 22 junto con figuras 5 y 6).

. . . .7 . . "
!Las funciones de Airy son las dos soluciones de la ecuacién diferencial de Stokes y —
zy = 0 que, ademads estan relacionadas con las funciones de Bessel
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Turning Point. Ext Rich VS Reci. h=0.01 ¢ = 107
40

O Rich
* Reci
— Sol.

1 1 )
05 1 15

Figura 3.5: Aproximaciones de las Ext. Richardson y reciproca. PVF Tour-
ning Point, h = 0,01 y e = 1073
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Tourning Point. Ext Rich VS Reci. h=0.005 e=10

O O Rich.
) * Reci.
(@) — Sol.
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Figura 3.6: Aproximaciones de las Ext. Richardson y reciproca. PVF Tour-
ning Point, A = 0,005 y € = 10~*
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3.4.3. Problemas de Bawa-Kumar

En esta seccion vamos a estudiar dos problemas singulares perturbados
utilizados por los autores R.K. Bawa y V. Kumar en la presentacion de
una técnica de célculo propuesta en [10]. En primer lugar, consideramos el

problema perturbado homogéneo

con solucién exacta

Tal y como podemos observar en la tabla 23, las aproximaciones realizadas
con la extrapolacion polindmica reciproca son mejores que las realizadas con
la extrapolacion de Richardson. Ademds, si observamos la figura 8 para una
perturbacién del orden € = 10~ nuestra extrapolacién polinémica reciproca
tiene un mejor comportamiento cualitativo que la extrapolacion clasica, a
pesar de no ser lo suficientemente buena como podemos testear en la tabla

23.
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Tabla 23 Errores del ejemplo Bawa-Kumar homogéneo.
Datos M. Dif. Finitas | Rich. Ext. | Ext. Pol. Rec.
h=0,01,e=1le—1 | 3,06e —4 1,41e — 6 1,23e — 6
h=005e=1le—1 |787e—3 1,0le — 3 8,74e — 4
h=0,02,e=1le—2 |1,35e—1 9,27e — 2 7,84e — 2
h=0,005, e=1e—2 | 7,87¢ — 2 1,00e — 3 8,72e — 4
h=0,01,e=1e—3 | 6,66 —1 8,60e — 1 6,78¢ — 1
h=0,01,e=1e—9 | 500e+4 6,66e + 4 1,24e +0

04}

02

I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3.7: Aproximacién con las extrapolaciones de Richardson y reciproca.
PVF Bawa-Kumar homogéneo, h=0,02 ¢ = 102
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Figura 3.8: Aproximacién con las extrapolaciones de Richardson y reciproca
con h=0,01 ¢ = 107 en BawaKumar homogéneo. Aplicamos zoom en la
figura de la derecha

Consideramos ahora el problema perturbado no homogeneo dado en [10]

con solucién exacta

ye(x):x(x+1—2€)+(26—1)1 —.
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Tabla 24 Errores del problema Bawa-Kumar no homogéneo

Datos M. Dif. Finitas | Ext. Rich. | Ext. Pol. Rec.
h=0,01,e=1le—1 | 245e—4 1,12¢ — 6 9,94e — 7
h=01,e=1le—1 2,76e — 2 1,02 — 2 8,62¢ — 3
h=001,e=1le—2 | 3,38¢e —2 1,25e — 2 1,07e — 2
h=0,005, e=1e—2 | 7,72e — 3 9,98e — 4 8,5be — 4
h=0,01,e=1e—3 | 6,65e—1 8,63 — 1 6,75e — 1
h =0,002, e =1e—3 | 1,36e — 1 9,26e — 2 7,82¢ — 2
h=0,01,e=1e—8 | 5,00e+ 3 6,66e + 3 1,23e +0

Atendiendo a los resultados numeéricos de la tabla 24 podemos decir que

los errores en ambas extrapolaciones son comparables, quizas sensiblemente

mejores en nuestra extrapolacion polinémica reciproca.

Figura 3.9: Aproximacion con las extrapolaciones de Richardson y reciproca
del problema BawaKuma no homogéneo, h=0,01 . ¢ = 1072
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3.5. Discretizaciones no uniformes

En todos los experimentos numéricos presentados hasta el momento hemos
considerado una discretizaciéon de paso h fijo. En [34] se aplica la extrap-
olacion de Richardson para problemas con perturbaciones singulares. En
concreto, se aplica en un esquema de las diferencias finitas para una dis-
cretizacién no uniforme dada. En esta seccién vamos a presentar dicha dis-
cretizacion no uniforme a la que le vamos a aplicar la extrapolacién polinémi-
ca reciproca en dos problemas.

La discretizaciéon no uniforme mencionada viene dada para el intervalo

genérico I = [0, 1] de la siguiente forma
T; = )\(tl), t, = Zh, 1= O, e n, h = 1/71,, neN

donde

t
A(E) = 66(1/2+<'/%—t)p te[0,1/2)
1—X1—t) tel1/2,1]

En esta discretizacién 6,p > 0 son independientes de e. Los puntos se
distribuyen de forma simétrica en el intervalo. La densidad es mayor en los

extremos del intervalo y ademas, esta densidad aumenta cuando # decrece.
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Comencemos con el problema analizado por Vulanovic

—e2y"(x) + y(z) = —cos®(nx) — 2(em)?cos(2mx),

que tiene por solucion exacta

exp(£) + exp(1=2)
(14 exp(=})) — cos?(wx)

y(z) =

Tabla 25 Errores del problema Vulanovic n =40,0 =1 yp =3

Datos Met. Dif. Finitas | Ext. Rich. | Ext. Pol. Rec.
e=1le—2 | 2,65e—3 7,45e — 5 7,46e — 5
e=1le—3 | 3,75e—3 1,38¢ — 4 1,40e — 4
e=1le—6 | 5,09 —3 2,46e — 4 2,48e — 4
e=1le—9 |534e—3 2,25e — 4 2,26e — 4
e=1le—12 | 5,36e — 3 2,23e — 4 2,23e — 4
e=1le— 151 5,37e — 3 3,40e — 4 2,97e — 4

Tabla 26 Errores del problema Vulanovic n

=40,0=01yp=3

Datos Met. Dif. Finitas | Ext. Rich. | Ext. Pol. Rec.
e=1le—3 |6,92e—3 2,96e — 4 2,97e — 4
e=1le—6 |7, 7le—3 7,63 — 4 7,70e — 4
e=1le—9 | 7,76e — 3 7,1le — 4 7,15e — 4
e=1le—12 | 7)77e — 3 7,04e — 4 7,08¢ — 4

En las tablas 25 y 26 observamos que ambas extrapolaciones consiguen
buenos resultados mejorando el método de las diferencias finitas.

Para finalizar volvemos a considerar el problema Turning Point. En la
tabla 27 y las figuras 10 y 11 observamos las mejoras obtenidas con la extrap-
olacion polinémica reciproca. Recordemos que en este problema debiamos au-

mentar la densidad de la discretizacion para aproximar bien las oscilaciones.
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Sin embargo, al igual que el caso uniforme, la extrapolacion de Richardson
presenta graves problemas de estabilidad cuando la discretizacion no es lo

suficientemente fina (en comparacién con la rigidez del problema).

Tabla 27 Errores Turninf Point con distintosn, 8, p=3 y ¢

Datos M. D. Finitas | Ext. Rich. | Ext. Pol. Rec.
n=>500,0=1,p=3,e=1le—2 2,94e — 3 2,56e — 5 3,62e — 5
n=>500,0=0,1,p=3,e=1le—2 1,14e — 2 4,69¢ — 4 5,05e — 4
n=>500,0=75p=1,e=1le—3 4,72¢ + 0 8,32e + 1 4.97e + 0
n=1000,0=100,p=1,e=1le—3 | 6,12¢ — 1 1,27¢ — 1 5,85e — 2

15

-15 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 08 1

Figura 3.10: Aproximaciones de la extrapolacion de Richardson ’0’ y ex-
trapolacién polindmica reciproca '* para el problema Turning Point. Datos:
0=100,p=1,n=500ye=10"3
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Figura 3.11: Aproximaciones de la extrapolacion de Richardson ’o’ y ex-
trapolacion polinémica reciproca '’ para el problema Turning Point. Datos:
0 =50,p=2,n=500ye=10"3

3.6. Conclusiones

En este capitulo hemos presentado como resolver problemas de valo-
res frontera aplicando el método de las diferencias finitas. Hemos visto primero,
la ventaja computacional que tiene realizar las extrapolaciones a las diferen-
cias finitas para acelerar la convergencia. En segundo lugar, hemos compro-
bado en varios problemas perturbados el mejor comportamiento de nuestra
extrapolacion polinémica reciproca ante problemas rigidos cuando la dis-

cretizacion escogida no es lo suficientemente fina y comienzan a aparecer



106 PVF Y LA EXTRAPOLACION RECIPROCA

problemas de inestabilidad. Para finalizar hemos considerado un tipo de dis-
cretizacién no uniforme en la que nuestra extrapolacién polinémica reciproca
se comporta mucho mejor que la polindmica forzando determinados paramet-
ros. Las investigaciones realizadas en este capitulo han originado el trabajo

[5] del que esperamos recibir pronto el visto bueno.



Capitulo 4

Integracion y diferenciacion
numeérica.

4.1. Introduccion

En este capitulo revisaremos como la extrapolacién polinémica nos per-
mite mejorar los métodos de cuadratura. En particular, aplicando extrapo-
lacién de Richardson a métodos sencillos como Trapecios o Simpson obte-

nemos los métodos de Simpson o Milne respectivamente.

Partiendo de esta idea, obtendremos nuevas férmulas de cuadratura reali-
zando extrapolacion polindmica reciproca a métodos ya conocidos. Compara-
remos el resultado que ambas técnicas de extrapolacion obtienen a la hora
de abordar el calculo numérico de una integral.

Para finalizar el capitulo dedicaremos una secciéon a la diferenciacién
numérica a través de las diferencias finitas donde aplicaremos extrapolaciones

107
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y estudiaremos su inestabilidad numérica.

El célculo de una integral definida de una funcién real f(x),

I= [ f(x)de,

es un problema clasico en calculo numeérico.

Para muchas funciones f(z), podemos obtener la integral indefinida,

[ f(@)de = F(z),

y asi, aplicando la regla de Barrow, obtenemos el valor exacto de la integral

definida,

Sin embargo, esto no ocurre en un buen ntiimero de ocasiones. Una buena
estrategia para el calcular el valor numérico de I, consiste en discretizar el
intervalo [a, b] y reemplazar la funcién f por otra funcién g que aproxime a
f de manera adecuada y facil de integrar.

Para escoger esta funciéon g podemos pensar en los polinomios de inter-
polacién, que usandolos de manera adecuada obtenemos las Férmulas de

Newton-Cotes:
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b n
[ 1oy At (411)

Ai = ff lz(.f)d.f,

donde [;(z) = ] "

j=0,i#j Li=Tj

son los polinomios fundamentales de interpo-
lacion. El siguiente resultado nos determina los términos del error para todas

las férmulas de Newton-Cotes.

Teorema 4 Para la formula de Newton Cotes (4.1.1), existe un ¢ € (a,b)

de modo que

1. SinesparyfeC"?a,b] entonces

1= o= S0+ R e

7=1
2. Sin esimpary f € C"a,b] entonces

I = f;f(x)dx = ;)Alf(xz) + %font H(t—j)dt.

n
J=1
En el caso més sencillo n = 1 y nodos xg = a y 1 = b los polinomios

fundamentales son
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Y por lo tando

b—a
2

I f@)de ~ 221 (a) + FO)],

que es la ya mencionada regla del trapecio, que proporciona un resultado
exacto para todas las f € II; , dénde II; es el conjunto de todos los polinomios

de grado < 1.

Si en el intervalo [a,b] consideramos una particién podemos aplicar la
regla del trapecio en cada uno de los subintervalos. Es lo que se considera la

regla del trapecio compuesta,

-

(zi — zic1) [f (mic1) + f(25)].

N | —

J! fla)dr =3 [ fla)de =

1

K]
Si, ademas, la particién es equiespaciada la regla del trapecio compuesta

adopta la forma

fab f(x)dz ~

| >

[ﬂ@+2§f@+mmﬁw»

Teniendo en cuenta que en cada subintervalo [z;, x;11], aplicando el teorema

anterior, el error es

Bis1 h?
L= [, fa)de = Ef(2)(Ci) Gi € (i, Tita),

es facil deducir que el término del error para la regla del trapecio compuesta

es de orden 2.
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b—a

IR Ce (o)

Veamos que ocurre al aplicar extrapolacion al método del trapecio, con-

b—a_
5=

h.

sideremos n = 2,

De este modo, obtenemos un paso

fla) + f(b)

T(2h) = 52

2h = [f(a) + f(b)] h = I.

Y si aplicamos dos trapecios obtenemos

fla)+ pEEly gt

2 2
T(h) = h h=~1I.
(h) 5 + 5

Tenemos dos aproximaciones y estamos ahora en condiciones de aplicar la

extrapolacion de Richardson con p = 2 para obtener una nueva aproximacion

TR TN 2 far(n) - 72m) =

)
Ypta) +ar D 1 o)

T(h,2h) = T

que coincide con la Regla de Simpson, que proporciona un resultado exac-

to para todas las f € Il3.

Del mismo modo que sucedia con la regla del trapecio, si conside-
ramos una particién equiespaciada con un ntimero par de intervalos y apli-
camos la regla de Simpson en cada subintervalo, obetenemos la regla de

Simpson compuesta,
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n/2 n/2

[f (x0) + 2 Z f(@2i-2) + 4; f(@2iz1) + flan)]-

=

ff flx)dz ~

COI?

Teniendo en cuenta que en cada subintervalo [x;, x;11], aplicando teorema

1, el error es
i h?
I; — fxfl f(x)de = %f(4)(Ci) G € (74, Ti41),

entonces es facil deducir que el término del error para la regla del Simpson

compuesta es de orden 4.

b—a
180

FOQ) ¢€(ab).

Hacemos notar como al aplicar la extrapolacién polinémica pasamos de
tener un error de orden O(h?) a uno de orden O(h?).

Vamos a considerar cuatro aproximaciones iniciales de la integral reali-
zadas por el método de los trapecios para distintos valores de h y realizaremos

la extrapolaciéon de Richardson.

n=1 = hy=b—a = Tg,oZ%(b—a)(f0+fn)>

n=2 = h = (b;a) = Tl,o—% D(fo+ 2/ + fn),
n=4 = h="2 = T,=1C9f+23 f+f.),
n=8 = hy3= “’;“) = Ts,o—% (f0+22f]+fn)

siendo f; = f(x;)

Realizando una primera extrapolacién de Richardson obtenemos,
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_ 4Ty 0—-To,0 _ 4T 0-T1po _ A4AT30-T50
Tl,l - 3 ) T2,1 - 3 ) T3,1 - 3 )

y tras una segunda extrapolacion con los resultados de la primera obtenemos
lo siguiente:

_ 16T 1—T1 16731 —T5
T2,2 — 15 ) T3,2 - 15 .

Vamos a expresar las nuevas aproximaciones en términos de la funcion,

4T o — T 1
T, = ‘—Eﬁ—im*zg(b—a)ﬁb+4ﬁ*:ﬁ%

4T o — T 1
To, = %:E(b—@)(f0+4f1+2f2+4f3+f4),
T3’1 _ 4T3,0 - TQ,O

3
1
= 5y 0—a)(fo+dfi +2fs +Afs +2fs +4fs +2fs +Afr + o).

Los coeficientes de los resultados vemos que coinciden con los coeficientes
del Método de Simpson para distintos valores de h. Podemos entonces con-

cluir que

TRAPECIOS + RICHARDSON = SIMPSON

Si seguimos calculando los valores de las extrapolaciones,

16751 — 11, 1

Ty =~ = g (b= a)(Tho+32fi + 122 + 32f3 + 7f0)
1675, — T3,

Ty = —o %

3,2 15
1

= 1o (0= O(Tfo+ 32/ +12f> + 32/ +12fs + 82f5 + 125 + 32f7 + Tfs).
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En este caso los coeficientes de los resultados vemos que coinciden con los
coeficientes del Método de Milne para distintos valores de h. Asi podemos

concluir que
SIMPSON + RICHARDSON = MILNE

El proceso de las extrapolaciones presentadas se conoce como el método
de integracion Romberg, basado en la regla recursiva del trapecio y aplicando
b—a

extrapolacion a la serie h; = = Es frecuente verlo representado en el

siguiente esquema

0 T21 T22

T
=T Tn

T

Ty T3 T30 T3

La primera columna corresponden a los métodos del trapecio para dife-
rentes valores de h, T11 y T son el método de Simpson y de Milne respectiva-

mente. Sin embargo, T33 no corresponde a ninguna férmula de Newton-Cotes.

4.2. Nuevas formulas de cuadratura

Vamos a realizar el mismo proceso con la extrapolacién polinémica recipro-

ca para obtener nuevas formulas de cuadratura.
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Consideramos de nuevo

romy - F@) 1)

Y si aplicamos dos trapecios obtenemos

ry = 100, SOLI0),
a-+b

€T

Tenemos dos aproximaciones y estamos ahora en condiciones de aplicar

la extrapolacion polinémica reciproca con p = 2 para obtener una nueva

aproximacion
B 3T (h)T(2h) B
) Bk, 2h) = AT(2h) — T(h)
T @) +27@) 1) + 27 (@) 1) + 200 0) + SO
2 174(a) + 77 0) — 2]
g5/ (@)° +2f (@) f(b) +2f(a) f(e) +2(c) f(b) + [ (b)°
7f(a) +7f(b) —2f(c)

Esta seria una nueva férmula de cuadratura anédloga a la regla de Simpson

y cuyo término del error es también del orden O(h?).

Vamos a considerar cuatro aproximaciones iniciales de la integral reali-
zadas por el método de los trapecios y realizaremos la extrapolacién polinémi-

ca reciproca.



116 CAPITULO 4. INTEGRACION Y DIFERENCIACION NUMERICA.

n=1 = hy=b—a = Tyo==1ib—a)fo+fi)=2%0b—0a)4,

n=2 = m=%5" =5 T,= %(b;a) (fo+2fi+fo)=1 bga)B7
n=8 = h="2 = T=1C09(f12%f4f)=109p

Realizando una primera extrapolacién polinémica reciproca obtenemos,

T . — 3T1,0-To,0 _ 3T20Tio _ 3150120
L1 = 4To,0—T1,0’ 2,1 — 4Ty 0—-T2,0’ 31— 4T3 0—T3,0"

y tras una segunda extrapolacion con los resultados de la primera obtenemos

lo siguiente,

T, ., — 1575 1-Th 1 _ 187511y
2,2 — 16T1,1—T5,1’ 3,2 — 1675 1—T3,1 "

Si expresamos las nuevas aproximaciones en términos de la funcién nos

queda,
r o 3ToTo  BUPB-40-wA 3, AB
= — —a ,
VAT —Tiy  2b—a)A—1dp 84— B
315 - T 3 CB
Ty — 20 d10 _ 3, o
ATv g —Toy 4 8B —-C
315, - T 3 CD
T371 o 3,0 2,0 2 (b _ CL)
4150 — T30 8 8C - D
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Si ahora expresamos las aproximaciones correspondientes a la segunda

extrapolacion tenemos,

15§(b - a>sch : %(b —a) 8AABB

157%,1-T1 1
TQ 2 = -

TRy T 163(h — a) 4B — 2(b—a)gCB.
45 (b—a)g5Ps - 8;;‘193 45 (b — a)AB%C
~ 29 AB CB — 99 -
32 2B _ CB_ 3216AB? + CB? — 10ABC
45 (b—a)(fot+f1)(fo+2f1+F2)2(fo+23 fi+fa)

32 16(fo+f1)(fo+2f1+f2)2+(fo+2 ) fj+f4)(f0+2f1+f2)2—10(f0+f1)(fo+2f1+f2)(f0+2Z fi+fa)?
3 CD CB
155 - (b—a) 3(b—a)g5ts

T30 = 116571“;311;7;%3:11 = 1.3 C;C_ cD_
T 165(b—a)gg=g — 5 (b—a) 557
45(b—a)5&% - 552 45 (b —a)BC?D B
S 64 2,58 CD " 6416C2B +C2D — 10CBD
45 (b—a)(fo+2f1+f2) (fo+2 X F+f0)*(fo+23 fit+Ss)

64 16(fo+2 fi+fa)2(fot2fi+fa)+(fo+23 fi+Ffa)2(fo+2 fi+Fs)—10(fo+2 fi+fa)(fo+2fi+F2)(fo+2 fi+fs)

En este caso, obtenemos nuevas férmulas de cuadratura analogas a las de
Milne, que consisten en funciones racionales. Podemos entonces concluir que

hemos obtenido las nuevas formulas de cuadratura siguiendo el esquema

TRAPECIOS + EXT. POLINOMICA RECIPROCA = RECISIMPSON

SIMPSON + EXT. POLINOMICA RECIPROCA = RECIMILNE

Cémo hemos visto en anteriores capitulos las aproximaciones racionales

pueden ser una buena alternativa a las polinémicas.
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4.3. Experimentos numéricos

Vamos realizar varios experimentos numéricos para testear lo expuesto an-
terirormente. Para ello vamos a programar en Matlab el método de trapecios
al que le aplicaremos la extrapolacion de Richardson y polinémica recipro-
ca para mejorar los resultados debido que al realizar estas extrapolaciones
eliminamos el primer término del error.

Realizaremos estos experimentos para diferentes funciones y para distin-
tos valores de h.

Ejemplo 1:
f(x) = x?, para z € [0, 1]

Calculamos el valor de la integral de la funcién para distintos valores de

h, y segun las distintas discretizaciones, obtenemos los siguientes errores:

Datos de entrada | Trapecios | Ext. Rich. Simpson | ReciSimpson
h = 0,25 6,25e —2 | 0 1,00e — 2
h=0,1 249 —3 | 8,32e — 17 1,98e — 5
h = 0,05 6,25e —4 | 2,22e — 16 1,24e — 6
h = 0,01 2,50e —5 | 4,99¢ — 16 1,99¢ — 9

Datos de entrada | Simpson | Ext. Rich. Milne | ReciMilne
h =0,25 0 0 0
h = 0,05 0 0 0
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Lo més destacable de este ejemplo es la comprobacién numérica de que los
métodos de Simpson y de Milne dan aproximaciones exactas para polinomios
de grado < 3

Ejemplo 2:

f(x) = sen(2mx), para x € [0, 3].

Calculamos el valor de la integral de la funcién para distintos valores de

h, y segin las distintas discretizaciones, obtenemos los siguientes errores:

Datos de entrada | Trapecios | Ext. Rich. Simpson | ReciSimpson
h=0,1 1,05e — 2 9,05e — 3 1,03e — 2
h = 0,05 2,62e — 3 1,74e — 5 3,87e — 5
h = 0,01 1,0de —4 | 2,75e — 8 6,08e — 8
h = 0,001 1,04e — 6 2,75e — 12 6,08e — 12
h = 0,0001 1,0de — 8 3,36e — 14 3,40e — 14
Datos de entrada | Simpson | Ext. Rich. Milne | ReciMilne
h =0,25 1,50e —2 | 3,72e — 2 3,18¢ — 1
h = 0,05 1,74e —5 | 3,33e — 3 3,47e — 3
h = 0,005 1,72¢e —9 | 6,48¢ — 13 6,47e — 13
h = 0,001 2,75e — 12 | 2,22¢ — 16 5,5be — 17

Podemos observar cémo las nuevas formulas de cuadratura aceleran la
convergencia respecto a Trapecios y Simpson y tienen un comportamiento

comparable a sus repectivas extrapolaciones clasicas.
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Ejemplo 3:

f(xz) =Tg((r —107*)z), para x € [3, 3].

Calculamos el valor de la integral de la funcién para distintos valores de

h, y segin las distintas discretizaciones, obtenemos los siguientes errores:

Datos de entrada | Trapecios | Ext. Rich | Ext. Pol. Rec.
h = 0,001 8,85e + 0 5,59 + 0 7,30e + 0
h = 0,00001 1,5le —1 1,18¢ — 1 1,16e — 1
h = 0,000005 8,54e — 2 6,35¢ — 2 6,28¢ — 2
h = 0,000002 4,18¢ — 4 2,55e — 6 2,78 — 6
h = 0,000001 1,0de — 4 1,62e — 8 1,85¢ — 9

En este ejemplo es interesante observar la cantidad de precisiéon que se
necesita para obtener buenas aproximaciones de la integral, esto es debido a
que el valor de la funcién tg es muy grande conforme nos aproximamos a /2.
Por otro lado podemos también observar como la extrapolacion polinémica

reciproca obtiene resultados similares a la extrapolacién polinomica.

Datos de entrada | Simpson | Ext. Rich. Milne | ReciMilne
h =0,0125 8,14de+1 | 7,59¢ + 1 7,87e + 1
h = 0,00005 6,92e — 2 | 5,70e — 2 5,77e — 2
h = 0,000002 2,55e —6 | 240—-7 2,40e — 7
h = 0,000001 1,63e —7 | 4,58¢ — 9 4,58¢ — 9

En general, podemos concluir que la extrapolacién reciproca nos propor-

ciona nuevas formulas de cuadratura mas potentes que los métodos extrapo-
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lados y con un buen comportamiento numérico, comparable ademas a las

extrapolaciones clésicas.

4.4. Diferenciacion numérica.

Para finalizar este capitulo dedicamos una seccién a la diferenciacién
numérica. Las férmulas de diferenciacién numérica, ademas de tener interés
en si mismo, tienen su aplicacion mas importante en la resolucion numérica
de ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones en derivadas parciales. De
hecho, en el capitulo anterior las usamos para resolver PVF.

El problema de la diferenciacion numérica es, en muchos casos, mas dificil
que el de la integracién numérica. Esto es debido a que cuando evaluamos
valores muy préximos de las funciones, el error de esta diferencia nos puede
llevar a la inestabilidad de la diferenciacién numérica. Esto no ocurre con la
integracién numérica.

Sea f(z) € Cllxg — €, 79 + €], para € > 0 de la que estamos interesados
en calcular su derivada en el punto xy. Una primera opcion es partir de la

definicién de derivada y tomar como primera aproximacién de la derivada

f (o) = : (4.4.1)
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Los métodos méas usuales para abordar la diferenciacion numérica son
la diferenciaciéon via interpolacién polinomial, que consiste en derivar un
polinomio de interpolacién construido. La segunda opcién es calcular di-
rectamente la derivada utilizando la aproximaciones de la funciéon mediante
Taylor. Las formulas obtenidas reciben el nombre de formulas de diferencias
finitas.

Considerando el desarrollo de Taylor para la funcién f(z) € C?*[zg—¢, o+

€l,h=x—x9,con0<h<e

Flao +h) = Fwo) + 7 (ro)h o ' (x)h + O(1),

f (ag) = TEEPIZIE0) 2 g o),

de este modo podemos considerar (4.4.1) la primera diferencia dividida como
o . . —hf ()
aproximacion a la derivada de orden 1 y error de truncamiento B a— para
algin ¢ € (zg — €,y + €).
Uno podria imaginar que realizando h — 0 obtedriamos la precisién que
quisieramos de f /<£L‘0). Desafortunadamente esto no es asi, debido a que con-
forme disminuimos el valor de h estamos restando cantidades muy proximas

en el numerador de (4.4.1), de modo que el error de truncamiento y el de

error de redondeo juegan papeles igualmente importantes.
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Error enla Primera Diferencia Dividida. y(x)=¢" Error enla Primera Diferencia Dividida. y(x)=ArcTan(x)

log, (error)

B 8
-log, o(h) -log, o(h)

de”® dArcT
Figura 4.1: Errores de aproximacion a las derivadas e y aarer g\t) (z)
dx z=1 dx =32

Como podemos ver graficamente (ver figural) tomando h — 0 sélo pode-
mos disminuir el error de truncamiento hasta cierta cantidad! antes de que
el error de redondeo sea dominante. La diferencia provocara una pérdida de
digitos significativos, este deterioro de la solucién se conoce como cancelacion
por sustraccion.

En la figura 1, hemos representado en el eje x el paso h en escala loga-
ritmica y en el eje y el error numérico resultante de aproximar f’(zq) por la
primera diferencia dividida, también en escala logaritmica. Hemos escogido
dos funciones y observamos como para ambas el h éptimo es 10~% y los errores
del orden de 1078 no pudiendo mejorarlos debido a la presencia de errores de

redondeo.

I'Podremos obtener un Roptimo = \/€m, cON €, = precisién de la maquina. En nuestro
caso hoptimo &~ V1016 = 1078 como podemos observar en la figura 1.
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Para resolver este problema, como no podemos hacer nada frente al error
de redondeo, nos centramos en mejorar el error de truncamiento.

Una primera opcién es considerar la formula de las diferencias centradas

f (ag) w LR 00 2 1),

(4.4.2)

que desarrollando Taylor podemos ver como obtenemos el error O(h?)

— OO
=

Otra alternativa para contrarrestar estos errores y obtener mejores resul-
tados es realizar extrapolaciéon bien sea polindmica o bien nuestra extrapo-
lacién polinémica reciproca.

En la figura 2 hemos representado, ademas de la primera diferencia divi-
dida y la diferencia centrada, las extrapolaciones de Richardson y la extrap-
olacién polinémica reciproca. En primer lugar observamos cémo el hoptimo =
10~*, mucho mejor computacionalmente que el conseguido con las primeras
diferencias finitas (&~ 107%). Ademéds, como podemos observar tanto en la
tabla 25 como en la figura 2, la precision que alcanzamos con las extrapola-

ciones es mucho mayor (del orden 107!3) que con las diferencias finitas.
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log, ,(error)

12k Dif. Centradas

Metodos Diferencias Finitas mejoradas con Extrapolacion

=—»— 12 Dif. Dividida

—e— Ext. Richardson

—+— Ext. Reciproca
I

2 4 6 8 10 12 14 16
log, (h)

xT

Figura 4.2: Errores de aproximacién a la derivada —

T z=1
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Tabla 28 Errores de los métodos de diferencias finitas y métodos de extrapolacion.

Precision | 1* Dif. Dividiva | Dif. Centradas | Ext. Rich. | Ext. Pol. Rec.
h=10"1 1,40e — 1 4,53e¢ — 3 9,07¢ — 6 2,10e — 5

h =10~ 1,35e — 4 4,53¢ — 9 1,15e — 13 1,15e — 13
h=10"° | 1,35¢—5 585 — 11 1,78 — 11 | 1,78¢ — 11

h =108 5,10e — 8 6,60e — 9 1,40e — 8 1,40e — 8

h =107 |537¢—2 4,55 — 4 4,55¢ — 4 4,55 — 4
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Capitulo 5

Primera generalizacion de la
extrapolacion polinémica
reciproca.

5.1. Introduccion.

Consideremos un problema clasico de valores iniciales

y' = f(z,y),
y(@o) = yo -
Aproximaremos un valor ap mediante un método numérico, y obtendremos

una aproximacién que dependerd de la escala utilizada F'(h), donde

lim F'(h) = ay.

h—0

El error de los métodos clasicos puede expresarse como un desarrollo de

Taylor

127
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F(h) = ag + a1h?* + ash?? + ...

Los métodos de extrapolacion eliminan términos a;h?* mediante combi-
naciones lineales de F'(h) para distintos h. Obtendremos entonces una nueva

extrapolacién F(h,h) donde el error serd
F(h,h) = ag+ a " + ...

con p; > pi.
El problema aparece cuando el error en algunos métodos no puede expre-
sarse como un desarrollo de Taylor. Esto origina la primera generalizacién de

Richardson.

5.2. Primera generalizacién de Richardson.

Recordemos que en el proceso de extrapolacién de Richardson partiamos

de un método F(h) que satisfacia

F(h) = A+ 3 aih® + O(h*+1),
i—1

1=
con p; < pix1, siendo A la cantidad a aproximar.
Considerdbamos nuevas discretizaciones A,, = F(h,,) con h,, = ¢""h ,
m = 0,1, 2... que mediante ciertas manipulaciones algebraicas aumentaban

el orden del método original.
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La primera generalizacion de la extrapolacion de Richardson consiste en
que podemos generalizar las potencias de h tomadas. Dicho de forma mas pre-
cisa, en la primera generalizacion de Richardson podemos considerar métodos
que no tienen porqué expresarse como potencias de h, sino como funciones
decrecientes de h.

Consideremos F'(h) con una expansién de la forma:

P = A+ Y agulh) + O(duar (). (521)
k=1
con A y «; escalares independientes de h. y ¢ri1(h) = o(dr(h)) cuando

h — 0, para k=1,2, ...

Evidentemente si consideramos el caso particular en el que ¢;(h) = hPi
con p; < p;+1 tendriamos el proceso de extrapolacion de Richardson habitual.
Consideramos en la expresion (5.2.1). Para el caso particular s = 1 tene-

F(h) = A+ a1¢1(h) + O(p2(h)),

con ¢a(h) = o(¢1(h))
Dados dos nodos (hy, F'(h1)), (he, F'(hg)) con hy > hy. La férmula de

extrapolacion para la primera generalizacion seria
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¢1(h1) F'(ha) — ¢1(ha) F'(hi)
¢1(h1) — ¢1(h2) '

F(hl, hQ) —

Ejemplo 1. Regla del Trapecio para integrales con una singularidad en
el extremo.

Consideramos la integral I(G) = fol G(z)dz, donde G(z) = x° log(x)g(x),
con Real(s) > —1, g € C*[0,1]. Sea ahora h = 1/n, n € Z*. Aproximaremos

la integral I(G) por la regla modificada del trapecio

n—1

> G(jh) + %G(l)

j=1

T(h) = h

Podemos considerar la expansién de Euler-Maclaurin® siguiente

T(h) ~ I(G)+ > _ah® + Y bk pi(h) con h— 0,
=1 =0

donde
By ..
= —GED(1) i=1,2, ..
420 1),i=12,
@ (0
=20 10

i!
pi(h) =((=s—i)logh —({'(-s—1i) i=0,1,2,...
Nota: By, son los nimeros de Bernoulli, {(2) es la funcién Zeta de Rie-
mann y ¢/(2) = 2 (2).
dz
Es evidente que los a; y los b; son independientes de h y dependen sélo de

g(x), ast como p;(h) dependen de h pero son independientes de g(z). Entonces

Debido a un resultado de Navot, que aparece en el libro [31], apéndice D.
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el desarrollo de T'(h) es como el de la primera generalizacién del proceso de

Richardson. Ademds cuando —1 < Real(s) < 0 tenemos que

b RSt Hpi(h) 0= |2k/3]  k=1,2,4,5,7,8,10,...
Ok(h) =13 paes 1369 |

5.3. Primera generalizacion de la extrapolacion
reciproca.

Si consideramos en la expresion (5.2.1) para el caso particular s = 1

tenemos

F(h) = A+ a161(h) + O(6(h)), (5.3.1)

con ¢g(h) = o(¢1(h)).

Dividimos la expresion (5.3.1) por la cantidad A

F(h) | cadu(h) +O(6a(h)

il Y/ T , (5.3.2)
y operando obtenemos
A w ()" $2(k) + % 61 (M) O(d(h) — O(s(h))
AT A T S o) - 0:39)
_(5)° 83h) + Gan(n)O(éa(h) = O(gs(h))
Veamos que f(h) = ~4 T %‘%(h) O] es una

O(2(h)).
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Tenemos que

fh) _ ()" () + G 1(1)O0(6a(h)) — O(6a(h))

2(
G2(h) — Ga(h) + %1 (h)a(h) + O(da(h))pa(h) (5.3.4)

Dividimos por la menor potencia de h (¢2(h)) y tenemos

(20)2 G10) | oy 6003 _ O]

fh) A Gm) AT ) 0
o2(h) L+ %01 (1) + O(6a(h))

Como

1+ 5 ¢1(h) + O(¢2(h)) — 1

Y los sumandos del numerador

¢1<h)0(¢2(h)) _ M — cte
d(h) ¢1(h) o (h) Pulh)et
O(¢2(h)) cte
b2(h)
$i(h)

El problema lo presenta que para que f(h) sea una O(¢pa(h)),

¢2(h)
entonces debe converger a cero o a una constante. O lo que es lo mismo
®2(h) = O(g2(h)). Esto nos aparece como una nueva condicién para de-
sarrollar la primera generalizacion reciproca. Notar que esa condicién no es
descabellada ya que se da en la mayoria de los métodos numéricos. También
podemos considerar que se dé en los métodos que consideremos.

Supongamos que se cumple esa condicién extra y f(h) = O(¢2(h)). En-

tonces tenemos que
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A (071

() 1 - qul(h) + O(o2(h))
y asi
=~ i) + O(a(h) (535)
F(hy A A2 S ~
De este modo consideramos en la expresién (5.2.1) & = —% para

1
extrapolar — por .
PORE L POU )
La primera generalizacion de la extrapolacién polinémica reciproca con-

siste en tomar los datos inversos, aplicarles la primera generalizacion de

Richardson y, finalmente, invertir el dato extrapolado. Por lo tanto nece-

1
sitamos que Fn) tenga un desarrollo analogo a F'(h).
= YD) + 06 (h) (5:36)

donde y — 0, ¢pi1(h) = o(d(h)) v ¢i(h) = O(¢x41(h)). Con Ay

escalares independientes de h.

Definicién 3 Sea como el descrito en (5.3.6). Sea {h,}, C (0,b]

A(h)

una sucesion decreciente con b > 0. Se define la aprozimacion Al a

A ©

través del sistema lineal

1 L= _ .
o) :Aﬁgﬁmk(hl), j<Ui<j+n (5.3.7)
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donde f3, ..., B, son desconocidos. Llamaremos a este proceso que genera AJ,
la primera generalizacion de la extrapolacion polindmica recipro-

ca.
Notar que tenemos n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas (BlﬁnAgl)

5.3.1. Propiedades algebraicas.

La solucién del sistema lineal (5.3.7) la podemos expresar como el cociente

de dos determinantes con la ayuda de la regla de Cramer de la forma

91(4) 92(7) - gn(J) a(j)
g(G+1) g+1) . g.(G+1) a(j+1)

G +n) gG+n) — gG+n) a+n)

S 1 e 3 S (538)
GG+ @G+l . gl 1
G +n) gl+n) . gl+n) 1
1

donde gi(m) = ¢r(hm) y a(m) =

A(hm)

En la practica para el caso s = 1 tendremos

' 91(9) a(j) ‘
- g(j+1) a(j+1)
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como solucién del sistema (5.3.7) para el caso s = 1.

135

De hecho obviando la notacién y dados dos nodos (hy, F'(hy)), (ha, F'(hs))

con hy > ho, la formula de extrapolacién para la primera generalizacion

reciproca seria

E(h) F(h2)[91(h1) — ¢1(ha))]

B ha) = = O Y ) — or (ha) F ()

Teorema 5 A7 puede ser expresado de la forma:

. L 1
A1]1 = E :’Yin )
— " Ahji)

donde .. son escalares determinandos mediante el sistema lineal

=0

S i) =0 k=1,2,..n.
1=0

Demostracion:

(5.3.9)

(5.3.10)

(5.3.11)

Denotando al cofactor del numerador del determinante (5.3.8) por N; y

desarrollando por la tltima columna tenemos

i N;a(j +1)

A’,ZL — =0
>N
i=0
llamando v/, = Y- i =0,...,n, se satisface (5.3.9) de forma inmediata.
> N

r=0
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n . n i N;
Se cumple (5.3.10) pues > 7). = > i = 20 =1,
i=0 i=0 > Nr > Nr

r=0 r=0
También cumple (5.3.11), basta observar que »_ N;gx(j +i) = 0 para
i=0
todo k=1,2,....,n ya que [gx(4) gr(j + 1)... g(j +n)]" es una de las n-pri-

meras columnas del numerador en el determinante de (5.3.8). Y los N; son

los cofactores de su ultima columna. ¢

Los escalares 7. también pueden ser asociados a un polinomio, éste es el

objeto del siguiente teorema.

Teorema 6 Los escalares v}, satisfacen

j-ZZ: n ,

donde HI(z) es un polinomio de grado n a lo sumo, definido

91(7) 9207) o gal))
' n(U+1) e0+1) . g(l+1) =
H!(z) = : :
g +n) @0i+n) . g(j+n) 2"
Demostracién:
: N; : :
Como v, = — i=0,..,n se tiene
2. N,
r=0

noo . o N, LN

Zfﬁ]w"zz = Z n - _n = H? 1

1=0 1=0 Z Nr Z N'r n )
r=0

r=0

Zi_

(por definicién de HJ(z) )
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. 1
El siguiente teorema justifica la aproximacion de A/, a I
Teorema 7 Definimos
R = = 23 denn (5311
s(h) = — — — — o 3.
DR kPl

k=1

entonces para todo n tenemos

) 1 s ~ n ) n '
A A Z Ok (Z 7£L¢¢k(hj+i)> + Z’anRs(thri) (5.3.12)
=0 i=0

k=n+1

S

donde la suma >, es 0 paran > s . En consecuencia, cuando —A(ly) =
k=n+1

SN dnly) Yy = A =5,V 20 Ve

Demostracién:
Como
A=Y
=0 A(hj-H)
tenemos
g _asags L
SR = T
n i 1 S B n . n i S B
=3 | — - S o) |5 kS (£ auonthin ) -
i=0 (hj+i) k=1 i=0 i=0 k=1

1
A
n

5L ; oo noo 53,11
kZ Ak Vi hjrs) + %(Z; Yoi — 1) + E%anpts(hm) =

=0

=0 por5.3.10
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_§&k<

k=n+1

(2

> 7ii¢k(hj+i)) + ;)Wf;iRs(hm)

es decir

M-d= 5 a (oo + L)

5.4. Algoritmo Recursivo para A7. Algorit-
mo F'S.

El método mds simple y directo de computar A7 es resolver el sistema
lineal (5.3.7). También es posible desarrollar algoritmos recursivos para el
computo de todos los A}. De hecho, dos son los algoritmos en la literatura;
el primero fue presentado por Schneider [30] y es conocido como el Algoritmo
E. El segundo fue presentado por Ford y Sidi [20], Algoritmo FS, con la
propiedad de tener un menor coste computacional.

Notacién y definiciones: Sea a una sucesién {a(l)},°, . Para todo k ,
gx, sucesiones {gx(l)};2, , denotamos a la sucesién 1,1,1,1,1, ... por I . Dada

una sucesion arbitraria u, , k = 1,2, ... y unos enteros 7 > 0, p > 0 se define

uy () us(j) - up(7)
w(j+1)  w(f+1) o up(i+1)
lur (7)uz(g)...up(j)| = ) ) )
uy(J +.p—1) u,(J +.p—1)

(5.4.1)
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Sea ahora

£30) = 191(5)92(5)---95(7)b(5)]-

Con esta notacién reescribimos (5.3.8) de la siguiente forma

PR i 1C)
An R’
Definimos
G =191(7)9205)--9p(N)], p=1, (5.4.2)
Gl =1,

y para un sucesién arbitraria b sea

v = &

-
Gp+1

Ahora puedo reescribir (5.3.8) como

40 = Yale). (5.4.3)

El algoritmo FS computard A7 indirectamente a través de 1) por medio

de varias sucesiones b .



140 PRIMERA GENERALIZACION RECIPROCA

Teorema 8 Sea A una matriz cuadrada. Denotamos por A,s a la matriz
obtenida de suprimir la fila v y la columna s de A. Del mismo modo se
denota A,7s5 a la matriz obtenida de suprimir las filas r , 7 y las columnas

s, s deA. Dadosr <71 ys<s setiene
det(A) det(A,7s3) = det(A,5) det(Asz) — det(Ayz) det(Azs) (5.4.4)
Si A€ My(K)=(54.4) se cumple con Az = 1.

Aplicando el teorema a los determinantes fJ(b), (tamafio (p + 1)) con

r=1,s=p r=5=p+ 1 tenemos

FOET = i m6 - Gt L b) (5.4.5)

p—1 = Jp p—1

Asf podemos obtener A/ indirectamente a través de 97 del siguiente modo

recurrente - . . ,
)G = G 4 (b)
pi(h) "2 50) s Gyl _BABG -G L (B)
' Gy G GGy
GIGIitt
RO R -
GG -0
D% .7D‘I]J J+1
Hemos denotado D) = GglGjifl asi

i) = B0~ 150

(5.4.6)
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Desde (5.4.3) hasta (5.4.6) observamos que una vez conocido D) —
YI(I), 1 (a) = A} puede ser computado recurrentemente. Se trata entonces
de desarrollar un algoritmo eficiente para determinar D]Z.

En ausencia de detalles del conocimiento de gx(l) = ¢(hy), tal y como
estamos asumiendo en el capitulo, podemos proceder de la siguiente forma:

Como G;H = fi(gps1) con b = gpp1 = ¥)(gp41) = 1. En consecuencia
(5.4.6) pasa a ser

D3 = ¢hb) — 6, () (5.4.7)
Lo que nos permite una evaluaciéon recursiva de Dg a través de @Dg(gk) ,

kE>p+1.

Nota J(g) = ]2](.9’“) = |91(j)92g'j)"'9p(j)gk| =0 para k=1,2,...,p.
p+1 p+1

Asi (5.4.6) y (5.4.7) nos proporciona un procedimiento recursivo (algorit-
mo FS) para resolver el problema de extrapolacién general de este capitulo.
Algoritmo FS

1. Para 3 =0,1,2, ... sea
a(j)

ag) D=

1&6(&) = ,@/Jé(gk) = gk para k = 2,3, ...

1
91(7)
2. Para 7=0,1,2,...yparap=1,2, ..
Df; = w;]:% (9pt1) — w;];—1<gp+1)

y se computa wg(b) conb=a,l,qgp k=p+2,p+3,..
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U0~ vy ()
D;
Ui

mediante 7 (b) =

Por 1ltimo sea Ag, =

Caso prdctico

Vamos a ver este algoritmo para el caso sencillo en el que s = 1.

1 1
A A —9251( ) + O(¢2(h))
h—0
hpm » m=0,1.
h07 h17
1
Dado A como el descrito en (5.3.7) para s=1. Sea {h,}, C (0,b] una

sucesion decreciente con b > 0.

a través del sistema lineal

Se define la aproximacién A° a

1
A(h)
=A%+ Blfﬁl(ho)

A({Zo)
Al = A%+ 3161 (hy) 1
l EZO; o) ‘ ¢1(ho)  91(ha)
0 U Ay | Al A(hy)
entonces A° = zlgzog 1 ‘ o o1(ho) — ¢1(h1)
Si aplicamos el algorlitnio FS

1. Para j =0,1

o 1) q) = a(j)
vola) =20
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o = £ - 1)
vola) = ;1(<11} = i)
RGO

= gém } d”(}“’)

oD =30 = o)
o Uo(ge) = Z’Igi para k = 2,3,
6D =550~ it
Ho) =50 =
0= 5 = it

Dzj; = %]:% (gp+1) — w;];—1<gp+l)

y se computa ¢/ (b) con b=a,I, g, k=p+2,p+3,...
75 (0) — ¢ ()

mediante 7 (b) = p_ll Dl =
Por iltimo sea A = 1%(&)
wp(1)
Asi por ejemplo
i (a)
A =
Cwm

() = 00 Hle)

! ¢ (h1> ¢2(h0)

0 — ol — 0 =22 -

donde D7 = v4(g2) — ¥5(92) d1(h1)  p1(ho)
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A(}ll) A(}lo)
0(q) = (@) —¥g(a) _ ¢1(h1) 1 (ho)
! DY ¢2(h1)7¢2(h0)
¢1(h1)  ¢1(ho)
1 1
0 ﬁ’é(” _¢8(1> 1(7 _¢1 ho
() = S =
¢1(h1)_¢1(h0)
y con ello
A(}n) A(}lo)
1(hy 1(ho
ighl; igho% A A Ay @1 (ho) = a1 (M)
o B0 _ ah) ihe) _ ai(h) dilhe) __ or(h)di(ho)
ey ; (1h 3 (1h g <1h -3 (1h j ¢1(ho) — ¢1(ha)
1\ 10 1{1 1o 1(h1)d1(ho
V(Y ¢1(h1)¢1(ho)
¢1(h) é1(ho)

Que coincide con la solucién del determinante.
Hemos querido desarrollar el algorito F'S en este caso particular para hacer
notar que el algoritmo F'S no es més que algoritmo de calculo recursivo para

el calculo del cociente de determinantes (5.3.8).
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5.5. Ejemplos numéricos, estabilidad y con-
clusiones

Vamos a resolver el problema Test

y =My,

y(0) =1,

cuya solucién es conocida. Por sencillez, analogia y comparacion a los méto-

dos numéricos clasicos vamos a considerar la siguiente modificacién del méto-

do de Euler.
. < (Az)"
Como la solucién al problema Test es A = y(x) = exp(Ax) = > oy
n=0 .
planteamos la aproximacion
2 272
F(h) =14+ Ah+ %h sen(h) + )\; . (5.5.1)

Calculamos el error local

A2 A3h3
F(h)—A= ?hsen(h) — 3 T

Asi

2

F(h)=A+[F(h)— Al = A+ %hsen(h) +O(h3),

que satisface (5.2.1) con s = 1. Tenemos entonces
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donde ¢ (h) = hsen(h) y O(go(h)) = O(h3).
que cumple g () = o6 (1)

B e L 4k
A2 ~ A2hsen(h)  AZsen(h)  A2cos(h)

?h sen(h)

— 0 si h—0,

ademds de la condicién adicional exigida ¢3(h) = O(¢2(h)) a la extrapolacién
polinémica reciproca ya que

h?sen’(h) _ sen®(h) _;/y gsen(h)costh) 0

h3 h !

De modo que también podemos considerar

1 1

Fhy A + ard1(h) + O(¢2(h))
y resolver el sistema para diferentes valores de h.

Usaremos distintos valores de lambda y distintas discretizaciones. Rea-
lizaremos las extrapolaciones tomando las discretizaciones de tamano h, 2h.
Mostraremos los errores con el método de Euler, con el nuevo método y rea-
lizaremos las extrapolaciones de la primera generalizacion de Richardson y

de la primera generalizacién reciproca. Ambas extrapolaciones aplicadas al

nuevo método de Euler presentado.
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Datos de entrada | Met. Euler | Met. Modi | 1° GenRich | 1°GenReci
A=—1,Ah=0,02 3,70e — 3 3,79¢ — 3 2,43e — 4 2,20e — 4
A=—-1,h=0,01 1,84e — 3 1,86e — 3 5,95e — 5 5,4le — 5
A=-10,h=0,1 4,53e — 5 9,91e — 1 2,38¢ + 2 5,02e — 3
A=-10,h=0,01 | 1,88e—5 3,47e — 5 4,86e — b 4,86e — 5
A=—40,h =0,01 | 4,24e — 18 1,20e — 12 1,63e — 4 1,63e — 4
A= —-80,h=0,01 | 1,80e—35 2,67e — 8 4,09 + 14 5,00e — 1

A= —100,Ah =0,01 | 3,72e — 44 9,99¢ — 1 7,16e + 23 4,66¢ — 4

A= —100,~h = 0,001 | 3,70e — 44 1,09¢ — 41 1,37e — 38 3,72¢ — 44

En la tabla observamos que ambas generalizaciones cuando convergen son

del mismo orden pero la generalizacién reciproca tiene una mayor regién de

estabilidad cuando el problema empieza a ser rigido.

Hemos fijado un h y movemos A para aumentar la rigidez del problema ver

el comportamiento numérico de las extrapolaciones. Para ello consideraremos

el cociente Log(FE1/E2), siendo E2 el error de la generalizacién reciproca y

E1 el error cometido con la generalizacion polindémica.

En la figura 1 hemos representado el cociente de los errores de las gene-

ralizaciones de Richardson y reciproca para el método de Euler modificado

(5.5.1). Observamos como el comportamiento de la generalizacién reciproca

es mejor conforme aumentan los valores de |Al.

Por otro lado, en la figura 2 hemos representado el cociente de los erro-

res de las generalizaciones de Richardson y reciproca para un método de

Euler implicito modificado construido de manera andloga a (5.5.1). También
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Comparacion Extrapolaciones Met Euler Modificado Comparacion Extrapolaciones Met Euler Modificado

50 100
40 O GenRich VS GenReci 80
30 60|

F O GenRich VS GenReci

Log(E1/E2)
8
-
Log(E1/E2)
IS
8

20

L \ 7 L ,
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Figura 5.1: Error de la 1* Gen. Richardson y la 1* Gen. reciproca en el Método
de Euler modificado. Izquieda: h=0.1 .Derecha: h=0.01

podemos ver la mejora significativa cuando nos encontramos problemas de
rigidez.

La conclusion es que cuando el problema comienza a ser rigido, la primera
generalizacién de la extrapolacion polindmica reciproca tiene un mejor com-

portamiento.
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Comparacion Extrapolaciones Met Euler Implicito Modificado Comparacion Extrapolaciones Met Euler Implicito Modificado
4F O GenRich VS GenReci 401 O GenRich VS GenReci

301 301

201

Log(E1/E2)

Log(E1/E2)
%
7

Figura 5.2: Error de la 1* Gen. Richardson y la 1* Gen. reciproca en el Método
de Euler implicito modificado. Izquierda h=0.1. Derecha h=0.01

Por tultimo, para estudiar la estabilidad, consideramos la ecuaciéon lineal

Cuando usamos cualquier método Runge-Kutta, obtenemos la siguiente

expresion

Yn = R(AN)yo = R(2)yo

donde R(z) nos dard la regién de estabilidad.

{zeC : |R(z)| < 1}.

Como podemos observar en la figura 3 la regién de estabilidad es mayor

cuando aplicamos la extrapolacion reciproca generalizada y que la del propio
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25

2r R.E. 12Gen. 2 nodos

O Metodo

<

Ext. Rich. Gene

* Ext. Reci. Gene

05 %

Figura 5.3: Regiones de estabilidad del método de FEuler explicito modificado.
Conjuntos acotados.

método, tal y como ocurria en las extrapolaciones no generalizadas revisadas
en el capitulo 1. Si observamos las regiones de estabilidad del método de
Euler implicito modificado (figura 5) y sus repectivas extrapolaciones gener-
alizadas (figura 4) observamos cémo la extrapolacién reciproca tiene también
una region de estabilidad mayor que las del propio método y mayor que las
resultantes de la primera geralizacién de la extrapolacion de Richardson.
En definitiva, podemos concluir que la primera generalizacion reciproca
sigue teniendo unas buenas propiedades numéricas frente a la primera gene-
ralizacién de Richardson cuando nos encontramos problemas de rigidez. Por
lo tanto sera nuestra primera elecciéon pues ademas aumentan sensiblemente

las regiones de estabilidad.



5.5. EJEMPLOS NUMERICOS, ESTABILIDAD Y CONCLUSIONES 151

R. Estabilidad del M. Implicito Euler Modificado. 12 Gene. Richarson R. Estabilidad Met. Imp. Euler Modificado. 1* Gene. Reciproca
o o *

Figura 5.4: Regiones de estabilidad del método de Euler implicito modifica-
do. Conjuntos no acotados. Izquieda: 1° Gen. Richardson. Derecha: 1* Gen.
reciproca

Region de Estabilidad del M. Implicito Euler. Modificado
S

Figura 5.5: Region de estabilidad del Método de Euler implicito modificado
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Capitulo 6

Una adaptacion wavelet del
Método de Newton 2 pasos

6.1. Introduccion

El estudio de los ceros de la ecuacién no lineal F'(z) = 0 es un problema
clasico en matematicas. Estas raices, en general, no pueden ser expresadas
con los esquemas iterativos que se suelen considerar. Partiendo de una raiz
inicial z(, las aproximaciones sucesivas (hasta que se cumpla algin criterio
de convergencia) x,, se van computando, n = 1,2,..., con la ayuda de una

determinada funcion iterativa ® : X — X,

Tpi1 = P(z,), n=0,1,2... (6.1)

153
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En el presente capitulo, estamos interesados en el siguiente procedimiento

ey = In ™ F' ()7 F ()

/

El método es atractivo porque converge mas rapido que el esquema de Newton
clasico con sélo una evaluacion més de la funcion por paso y el operador lineal
F'(x,) (derivada de Fréchet) es el mismo en ambos pasos (s6lo requiere una
descomposicién LU en cada iteracién).

Por otro lado, las nuevas investigaciones en wavelets y aproximaciones no
lineales [19] han proporcionado nuevas herramientas para construir eficientes
esquemas adaptados para la aproximacién numérica de varios problemas [11]-
[12]-[13]-[15])-[17]-[33]. La idea bésica es refinar, en cada paso, la discretizacién
solo en los lugares donde el comportamiento de la soluciéon requiera una alta
resolucion, de modo que el error se compensa en todo el dominio en el que el
problema esta definido.

Dada una base de wavelet L?(Q2), {1y, A € A}, definimos el espacio no

lineal
Sy ={u= Zu/\% 0 U= {ur}rer € on}
;y

con oy = {u € *(A) : #{\ € A : uy # 0} < N}. Esto es, el espacio de
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todas las combinaciones de N.

El operador proyeccién no lineal asociado Py : H*(2) — Xy minimiza
el error ||u — Pyul|gs en la norma equivalente H*(2). La velocidad de con-
vergencia estd relacionado a la regularidad de Besov. Este tipo de resultados
dan un significado matematico a las propiedades de adaptacién espacial de
estas aproximaciones no lineales.

El objetivo de este capitulo es aplicar la aproximacién no lineal wavelet
para disenar una version adaptada del método de Newton del esquema ite-
rativo de dos pasos (6.2). Estas ideas del método clésico de Newton fueron
estudiadas en [33]. Presentamos también dos teorenas de convergencia local

y semilocal usando ideas provenientes de [18] y [29].

6.2. Aproximacion no lineal wavelet

Sea € C R™ un dominio de Lipschitz. Denotaremos I§(v) (I§(v)) el circulo
de centro v € H*(Q)) (v € [*) y radio ¢ en la topologia H*(€2) (1%). Con la
siguiente notacion A < B indicaremos que la cantidad A esta superiormente
acotada por una constante positiva B, y también usaremos A ~ B cuando

ambas desigualdades A < By B < A se cumplan.

Supongamos que tenemos una base de Riesz {¢)}ren, A = U;io A;, de
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L?(Q), tal que para algin p > 1, la siguiente equivalencia es valida para todo

$,0,¢,0<s<5,0<p<oo,q>0:

[DIROUN

AEA

(A € Aj < (suppyy ~ 279)), ver [12], [17].

qu’q(Q) ~ qu(ern/?*n/p)j(Z ’u)\’p)q/p. (6.3)
=0

)\GA]'

De la equivalencia (6.3) deducimos que, para todo s, 0 < s < S,

DIPIENCELN]

J=0 AeA;

donde u = {U)\})\GQ.

Recordemos ahora que el espacio no lineal ¥ C L%(Q),

Yy ={v= ZU,\QM : v ={vr}rer € ON}, (6.5)

A€A

contiene todas las funciones de L*(€2), cuyos coeficientes de wavelet pertenecen

al conjunto
on={velP(A) : #{ e A : vy #0} < N}}

de secuencias con un maximo de N elementos distintos de cero. El conjunto
Yx contiene las funciones de L%*(2), que pueden ser expresadas como una
combinacion lineal de como maximo N wavelets.

Un proyector no lineal

]PN : HS<Q) — ZN
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puede construirse como sigue: dado u = ), ., ua®, ordenamos la secuencia
{|ur|ren } en orden decreciente. Denotamos {|ux)| }ren €l coeficiente de rango

k,
[ur)| = [+l
con k > 1.

Por lo tanto, la imagen Py (u) se define

N

Py(u) = Zux(k)%(k)-

k=1

También indicaremos por Py : [2(A) — o el operador de las secuencias.

La precisién estd relacionada con {7(A) regularidad de la secuencia [19].

Teorema 9 Siu = {up}ren € I"(A), con 0 < 7 < 2, entonces

inf ||lu—w|len S lu—Pr@)|] S N2yl | ),

weoN

donde la constante tmplicita en los limites depende solo de T.

La N-aproximacion no lineal estd relacionada con la regularidad de Besov

como la aproximacion lineal a la regularidad de Sobolev.
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6.3. Adaptacion inexacta del esquema iterativo

Sea U un subconjunto abierto de un espacio de Sobolev H*(£2), s < S.

Counsideramos
F : UCH(Q) — FU)C Ht(Q), t<S. (6.6)

Nos gustaria aproximar una solucién u* de la ecuacién F(u) = 0. Para
esto, usaremos la versién adaptada wavelet del método de dos pasos (6.2).

Supongamos que I satisface lo siguiente:

1) Frestringido a espacios més regulares, preserva cierta regularidad. Para

algin r > 0, se cumple que

FUme—,tT(Q) . Uﬂ BS+T(Q) — B:::.T(Q), $7t < S,

donde 0 < 7 < 2es tal que 1/7 =7r/d+1/2.

2) Por tltimo, supondremos que la solucién u* pertenece a U () BZ1"(Q).

Del Teorema 9, usando las equivalencias (6.3)-(6.4), y la suposicién u*

pertenece a U () B (§2), se sigue que

T, T

[[u" = Py ()| sy S N~
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Fijado un niimero M de grados de libertad, deseamos obtener una aproxi-
macién
U}kw S EN-

Para lograr este objetivo, primero trasladamos la ecuacién original en
términos de los coeficientes de wavelet, descompondremos la funcion u y

F(u) como
we HY(Q), u=> uyy, con =27, (6.8)
A
F(u) € H'(Q), u= Z fatby, con ahy =273y, (6.9)
A
y consideramos una version discreta F de F', como sigue:
Fou={u)— F)=f={H} (6.10)

De la equivalencia (6.4), la regién F resulta ser una correspondencia entre
I2(A) espacios,

F : DCIP*A) — (A, (6.11)

y usando la equivalencia (6.3), la asuncién 1) implica que F restringida a un

espacio mas regular, preserva esa regularidad,
Foair) - DﬂlT(A) — I"(A),

con0<7<2yaquel/r=r/d+1/2.
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Entonces resolver F(u) = 0 es equivalente a resolver F'(u) = 0.
Como u* es desconocido en nuestro problema, no tenemos acceso a Py (u*)
exacto. Usando el método de dos pasos nos gustaria construir una aproxi-

macién u}, € oy a u*, tal que u}, se comporte casi tan bien como Py (u*).

Comienzo

entrada: M, uy, n =0

repetir los siguientes pasos
elejir N, 1
computar 4, aproximacién de F (u,)
computar F, aproximacién de F(u,)
fijar w, 1 = IP’Nn+% (u, — AP F,)
elejir N,
computar F, .1 aproximacién de F(u, 1)
fijar w, ., =Py, (U1 — Aglfn+%)
actualizar n+1 —n

hasta N,, = M
salida: u = u,,
Fin

Figura 6.1: Esquema iterativo de dos pasos adaptado

En nuestra aproximacién, cada iteracién n, forzamos que la aproximacion
pertenezca al espacio no lienal oy, . ,, donde IV, esta relacionado con la pre-
cision de la aproximaciéon del paso anterior. Introducimos en el algoritmo dos
fuentes de inexactitudes: A, denotars la aproximacién a F, := F (u,) v Fp
y }_",H% aproximaciones a Fy := F(w,) y F, 1 = F(u, 1), respectivamente.

El método se da en la figura 6.1.
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La idea anterior de los mejores N-términos aproximaciones no supone
restricciones sobre la distribucién de los coeficientes significativos. Las singu-
laridades en la solucién provocan que los coeficientes significativos de wavelet
estén dispuestos como unas estructuras de arbol. La ventaja de considerar
una estructura de drbol esta en los célculos (determinar el mejor drbol es mu-
cho mas dificil) y el almacenamiento (no es necesario mantener la ubicacién
de todos los N-términos). Por otro lado, las restricciones de la aproximacién

arbol tiene bajo coste en términos de velocidad de aproximacion.

Con el fin de obtener métodos no lineales adaptados, una posibilidad es
buscar esquemas iterativos de aproximacion en los que, por definicién, las

iteradas pertenezcan al espacio X5,

Cuando una estructura de arbol se impone a indexacién de intervalos
emparejados, los coeficientes se utilizan para la aproximacién, la informa-
cion sobre la direccién de los coeficientes, es decir, sobre a que intervalos
pertenecen del arbol, es un nimero de bits proporcional a la cardinalidad del
arbol. Por otro lado, estamos imponiendo mas limitaciones en aproximaciones
aceptables, por lo que tendremos que pagar un precio en forma de aumento de
error de la aproximacion, en comparacion con aproximaciones mas generales

usando el mismo nimero de coeficientes. Como alternativa, podemos comen-
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zar con una aproximacion no lineal general y anadir todos los coeficientes
necesarios para garantizar que el total de la coleccion de indices de intervalos
emparejados constituyan un arbol. En cualquier caso, los coeficientes wavelet
tienen por definicién una estructura similar a un arbol.

Ver [14] para mas detalles.

6.3.1. Analisis del esquema

En primer lugar, ponemos el esquema, ver figura 6.2, como un esquema

iterativo inexacto de dos pasos. Para lo que definimos

En:Fn_‘F;L(Mn_PN_,_l(gn_A;lfn))
nty

, —

+% - fn(QnJr% - ]P)Nn+1 (QnJrl - A’:LlﬁﬂrF%))

ZnJr% =7 2

n

En términos generales, cuando u,, estd lejos de la solucién de F(u) = 0,
podemos realizar el paso del esquema usando términos perturbados de alto
orden(ry,, 7,41/2), utilizando en su lugar una perturbaciéon menor cuando u,,
esta cerca.

La ventaja de la reformulacion del método inexacto de dos pasos, es que
podemos adaptar los teoremas conocidos para los métodos de Newton inexac-

tos para probar la convergencia [18], [29]. Por otro lado, nos gustaria men-
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Comienzo
entrada: M, u,, n =0
repetir los siguientes pasos
elegir r,
encontrar s, tal que
ﬁjar Qn+% = Uy + Sn
elejir r,,, 1
encontrar s, 1 tal que
FrlL§n+% = _fn—&-% +£n+%
ﬁjar Upi1 = Qn+% + §n+%
actualizar n +1 —n
hasta N,, = M
Fin

Figura 6.2: Esquema iterativo de dos pasos como un método de dos pasos
inexacto

cionar que no hemos encontrado ningun articulo en la literatura que analice

la convergencia del método de Newton inexacto como nuestro esquema.

Recordemos que la convergencia en ["(A), 0 < 7 < 2, implica la conver-
gencia en [?(A). Sin embargo, en general podemos esperar que la convergencia
[?(A) sea mas répida que en ["(A).

Primero imponemos las principales hipotesis sobre F:

= La ecuacién F(u) = 0 tiene una solucién u*.

= F es continuamente diferenciable en un entorno de u*.
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= F (u*) es no singular.

Con estas hipdtesis no es dificil probar los siguientes lemas (ver [28] para
mas detalles).
Lema 1 Para cualquier ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que F (u) es no singular y
I ()7 F ()] < e,
para |[u — u*|| < 0.
Lema 2 Para cualquier € > 0, existe 6 > 0 tal que

[ F(u) — Fu) = F (u)(u—u)|| < ellu—u],

para ||lu —u*|| < 4.

]

Vamos a considerar 7,1, +1 tal que <, +1, Tespec-

tivamente.

Teorema 10 (Convergencia local) Asumimos que T Ny L < Mmax <V <1
y que las principales hipotesis anteriores F se cumplen, entonces existe € > 0

tal que siuy € I*(u*) entonces {u,}, converge a u*. Ademds
ey 1 — [l < vlfu, —u']s, (6.12)

i1 =l < vy —ulls, (6.13)

donde ||z]|, = H}“/(?_L*)zH
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Demostracidn:

Como F (u*) es no singular
"l < Jfull. < pllu
— U] = [[U]|« = K]U]],
W

donde p := max{[|F (u")[, |7 () "I}

Como Mmax < v, existe v > 0 suficientemente pequeno tal que
(1 + 7#)(77m:ix(1 + ’Y,u) + 2,&’)/) <v.

Ahora, elegimos € suficientemente pequeno tal que

/

17 (w) = F ()] <,

1F (W)™ = F ()™ <,

/

1F(w) = Fu') = F () (u—u)|| < llu— ],
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(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

si |lu — u*|| < p?e. Tal epsilon existe en virtud de la continuidad de F  en u*

y los dos lemas previos.

Supongamos que ||y, — u*|| < e. Probamos (6.12)-(6.13) por induccién.
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Observar que, por (6.14), la hipdtesis de induccién y otra vez (6.14), tenemos

ey =l < pillatggs — 'l

< Ay — ).
< Py — v
< ple,

andlogamente

i — 2] < pl|, o — ']+

< w7 |y — s
< pPfluy — ut]
< ple,

de modo que (6.15)-(6.17) se cumple con u = Up 1Y U= Uy

Ademas, el método inexacto de Newton de dos pasos esta definido
Upy 1 = Uy + Sy,
donde Fs, = —Fn +1,,y
Upiq = Qn_t,_% + §n+%7

/
donde Fn§n+% = —fn+% Tyl
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Analicemos ||u,, ., — u*[|. (el andlisis de||u,,; — u*||+ es similar).

Usando la definicién de oy 7,1, (6.15), (6.16) y (6.17)

/

F W) Uy —v) = ([+F W)F (w,) " = F @)™)

(Tpr + (F (w,) = F () (uy 1 — )

~(Fltyp) = Fu') = F () (w1 — ).

2 2 -
De este modo

/

iy =0l < U+ [[F @) NF (w,) ™" = F (@) 7))

et Il 11F () = F (@) e — w']

/

FNF (Upyr) = Fw) = F (@) (w2 — )]

Partiendo de

/

Fltps1) =F @) (Unps — ") + (Flupr) = F) = F (u) (w1 —u')),

tomando normas,

1P )| € Mats — ol 1F (n) = Fl) — F (@) s — o)

< tpgs = wlls + g1 — w7,

usando (6.17).



168 ADAPTACION WAVELET DE NEWTON 2 PASOS

Por lo tanto

[t = 0l € (1 1) Oy Ut s — 21+ et — 7 11) + 292y — 7))
(1 + 1) (hmax (1 + py) + 2p9) ||y, 1 — w7l
usando (6.14).
Y el siguiente teorema usa la definicién de ~.

g

Ver [18] para més detalles.

Convergencia Semilocal
De modo anéalogo, es posible adaptar los teoremas de caracter semilocal,
esto es, con hipétesis sobre la estimacion inicial. En este caso, las principales

hipétesis deberian ser

s F es continuamente diferenciable en un entorno de la estimacién inicial

Uy-

» F(ug) es suficientemente pequefia.

= F (uy) es no singular.

17 (o)™ (F (w) — F (w))]] < 9llw — ul en un entorno de u,.

Ver [29] para més detalles.



Capitulo 7

Conclusiones

Tras revisar un estudio comparativo de la extrapolacién polinémica, racional
y la extrapolacién polinémica reciproca, donde hemos visto el buen compor-
tamiento para una ecuacién escalar rigida, hemos presentado un nuevo algo-
ritmo para la extrapolacién polinémica reciproca en virtud de las traslaciones

motivadas por su interpretacion geométrica.

Se ha analizado el comportamiento de la extrapolaciéon polinémica recipro-
ca para resolver numerosos tipos de sistemas de ecuaciones diferenciales. En
general, podemos concluir que nuestra extrapolacion no lineal tiene un mejor
comportamiento a medida que aumentamos la rigidez del problema, para
medir esta rigidez hemos calculado los coeficientes de rigidez de los sistemas

estudiados.

Se ha estudiado el comportamiento de la extrapolacién polinémica recipro-
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ca para resolver problemas de valores frontera, comprobando el mejor com-
portamiento ante problemas rigidos. En concreto en la resoluciéon de pro-
blemas perturbados rigidos (problemas singulares) tanto con discretizaciones
uniformes como no uniformes nuestra extrapolacion no lineal vuelve a tener

un mejor comportamiento que la polinémica [5].

Se han obtenido nuevas férmulas de cuadratura para el cédlculo de in-
tegrales aplicando la extrapolacién polindémica reciproca. Asi como también
hemos presentado un estudio comparativo de la diferenciacion numérica apli-

cando técnicas de extrapolacién.

Se ha presentado un estudio de una adaptaciéon wavelet del método de
Newton de dos pasos. Se aplica la aproximacién no lineal wavelet para disenar
una version adaptada del método de Newton del esquema iterativo de dos

pasos. Se presentan también dos teoremas de conevergencia local y semilocal.

Por dltimo, hemos introducido una primera generalizacion polinémica
reciproca partiendo de la primera generalizacién de Richardson presentada
por [31]. Hemos analizado los resultados numéricos aplicados a dos métodos
modificados de Euler (uno explicito y otro implicito) obteniendo también
mejores resultados numéricos y regiones de estabilidad mayores en nuestra

generalizacién reciproca. Actualmente estamos trabajando el estudio de algin



171
método real con estas caracteristicas, asi como considerar nuevas generaliza-
ciones para la extrapolacién polinémica reciproca andlogas a las presentadas

por Sidi.
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