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Resamen. En este frabafo se describe el espacio de fases global de wn sistema Manev en un sistema de
referencia rotante, Describimas la dindmica hamiltoniong en las filbvas donde el vecror del momento angular
tatal ex constante, en clertas variedades de movimiento gue son invariantes. Finalmente, usando el teavema de
Liowville-Arald v un estudio particular de la aplicacidn momento en sus puntas criticos, olenenios wia
eompleta clasificacion de los diferentes conjunios imvariantes del espacio fisico. Los vesultados de este trabajo
pueden aplicarse en el estudio de la precesiin de Mercurio, de manera que se wsa mecdnica cldsica en lugar de

ntilizar mecdnicg relativista.

1 Introduccion

Sabemos por las leyes de Kepler que, todos los
planetas deseriben orbitas eliplicas alrededor del Sol,
alounas de las cuales son practicamente circulares. En
el caso de Mereurio debido a la gran excentricidad de
su Orbity, lo que ocurre os gue Gsta elipse s muy
pronunciada. La perlurbacion originada por ¢l resto
de los planclas del Sistema Solar hace que el
perihelio, punto de la Orbita del plancla gque se
cncucnlre mas cercano al Sol, se mueva unos 43
segundos de arco por siglo. Entre 1924 v 1930, G.
Manev [4] estudid la correceidon al potencial atractivo
newtoniano  del  tipo v —=jp/r-z/r’), donde
o= Clmmy ), (0 es la constante gravitatoria, m, v
my, las masas de dos cuerpos que se atraen
mutuamente v + la distancia que hay entre ellos). Lo
que se pretende en este trabajo es dar un modo
alternativo de estudiar la precesidn de Mercurio
vsando mecdnica clisica en lugar de mecdnica
relativista.

Consideremos ahora el objeto de nuestro estudio. En
alounas variedades invariantes del movimiento, tene-
mos el siguiente hamiltoniano A E 0] | dado por:
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donde —1/r+ f#/r°, es el potencial de Manev vy el
término e p, aflade a la dindmica del problema de

Kepler el efecto asociado a la rotacidn del sistema de
referencia. Los parametros =0 vy f= R son dos

constantes estructurales del
E =" =87, esel espacio fasico.

sistema N
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Con idea de hacer un estudio cualitative de la
dinamica asociada al sistema hamiltoniano, de un
modo  parecide al que se hace en [2] v [3],
comsideramos los siguientes conjuntos:

)1}

E,=H '[h]={{r,9,pr1pchE:g{r= PPy &

I = {: = {r,ﬁ', pr,pﬂ} eE:p, = k}, I, =F, I,

donde E, =g '(h) v £:07=0" =7 estd definida
por g(r.p,.p,)=1(r.60.p,.p,) con g'(h) una

superficie de O =07, denominada superficie de
energia. Estos conjuntos son invariantes para el flujo
asociado al hamiltoniano, siendo iy p, dos inte-

grales primeras del movimiento, independientes v en
involucion.

Los principales resultados gue se oblienen en este
trabajo son: la deseripeion de la foliseion del espacio
[Esico £ por medio de los conjunlos de cnergia
constante £ ; la de los conjuntos E, por medio de
los conjuntos invariantes 1, y por dltimo la loliaciin

de 1, por medio del Mujo del sistema hamiltoniano.

Fstas toliaciones nos dardn una buena descripeion del
espacio de fases cuando (k)= 1” para los diferen-

tes valores de o =00 v fi

La herramienta principal de este estudio es el teorema
de Liouville-Arnold (véase [1] para mas detalles).
Este nos permite estudiar la aplicacion momento
(H.p,):Ex =7 en los valores regulares de
ella. Cuando no estemos en condiciones de usar el
teorema de Liouville-Armold se hard un estudio
particular de los conjuntos 1, para cada uno de los
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momento. Estos valores corresponderdn, bien a los
puntos de equilibrio de H, bien a los valores donde
P, =k 5 un mdximo o un minimo de la superficic

valores  criticos  (hk)ell” la aplicacién

de energia.

2 Funcion potencial. Regiones de
Hill.

Las regiones de Hill estin completamente caracte-
rizadas por medio del potencial ampliado. El hamil-
toniano en coordenadas polares-simplécticas puede
escribirse comao:

| o2
H—E(p: +F{PH+HF} ]+u,
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donde v=-ar’ /2-1/r+B/r" es el potencial

ampliado.

Las regiones de Hill son aquellas regiones del espacio
fasico donde existe movimiento real ¥y estin
determinadas por medio de los puntos eriticos de v,
que corresponden con las raices reales positivas de la
ecuacion polindmica e’ +r 20 =10,

Usando el algoritmo de Sturm obtenemos la siguiente
clasificacién para la existencia de wvalores criticos
(c.v.), estos dependen de los diferentes valores de

F=2048a =27 vy f S g0 oy t=0,
lenemos 0 cvs st f=0y F=0, lenemos 1 ev; si
=0y f<0,2evsyst 201w

Debido a la falta de espacio nos centraremos en el
caso mas relevante, esto es, cuando 7 =0,

Para cada /i =7 , definimos las regiones de Hill
R(h) de 1, por R{h)=x(1,). donde m: E—17 =8
es la proveceion natural. Asi pues, tenemos gue
R(h)=|(r.8)c!1” xS :v <k} . Se puede observar

que:
R(h)={rel i=a’r12=1/r+ pir’ <hixS'

donde = denota el difeomorfismo entre dos varieda-
des diferenciables.

3 Topologia de las regiones de Hill

De ahora en adelante los valores del potencial am-
pliado, en cada uno de sus puntos criticos r . serdn

denotados  porfy =v(r).(i=1.2.3). Los valores
4.(j=1...7). corresponderin a los puntos de

interseccidon de la prafica del potencial v la recta
v=nh.
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Fig. 1: Grilica del polencial ampliado para § <0,
con A, el punto eritico de v

Tabla 1: Clasificacion topoldgica de las regiones de
Hill, B (/). para # =0 y h, punto critico de v.

f=0 (véase Fig. 1)

R(A)=(0,4+=)x8'

R()=[(0.4] ][4, 1) |x s

Con idea de hacer mas claro el estudio de la topologia
de las regiones de Hill se presenta la siguiente figura:
{véase Fig. 1)

Usando los resultados que se han obtenido previa-
mente, la clasificacion topolégica de las regiones de
Hill es la siguiente: {véase Tabla 1)

4 Estudio cualitativo del flujo
hamiltoniano.

En esta seccion estudiamos la topologia de las varie-
dades invariantes H™' (k)= £, ¢ [,,. Para poder dar
esla elasificacion necesilamos introducir la siguicnic
notacion ¢ incluir algunos nuevos resultados.

Nétese que =z, =(rn.0.p, .p, )= £ es un punto de
equilibrio  del flujo  hamiltoniano si v sélo s
2 =(r.0) es un punto critico del potencial
ampliado. Mis aon, (2 ) = Z_. Es por esla raeon que
cuando =0 v =0 el hamilioniano no tiene
equilibrios: 51 =0 v /=0 el hamiltoniano tiene
una familia de puntos de equilibrios; si F=0 ¥
J =0 el hamiltoniano tiene dos. Finalmente, cuando
=0 el hamiltoniano tiene wna dnica familia de
puntos de equilibrios. Asi pues, podemos denotar a
los valores del hamiltoniano #  en cada uno de sus
puntoz de equilibrioc de la misma manera que
denotibamos el valor del potencial ampliado en cada

uno de sus puntos erilicos, cs decir, por f, | osto ¢s

h=H(r.6.0.p, ).(i=1.2.3.4).
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Fig. 2: Dibujo de la superficie g ' (h)=E, /S" para
=0 con h <k (punto de equilibrio de H ),
k=p, ¥ ¢ elvalorde & correspondiente al extremo

o.

Tabla 2: Clasificacion topolbgica para £, ¢ /,, para
f=0, donde /4, esel punto de equilibrio de H.

g=0
h E, I,

¢ g <k

hy<h| g "-.{.S" '«_J.S":\ s k=g
{véuse Fig. 2) §'xs§' | a k<

§'wl | k=aq

i ¢, =k

h=h | ¥ 5 k=g
§'x8 | a k=g
S'= a, <k <a
S'x5 | a,ck=a,

5% kF=a,

i ¢, <k

5 k=
§'x8 | a=k«g
h<h | (s lolshs) | 8« a, <k=a
§'x8 o, ck=a,
¢ o, <k=eg

5! k=c,
§'x8 | a,<k<c,

§'x k=u,

Usando el teorema de la funcion implicita se puede
ver que los extremos de la superticie de energia son
las  raices reales de la  siguiente  ecuacion
2k’ —2hET + 4k —48h=0. Lstas raices las lla-
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mamos ¢, y corresponden a los extremos de la super-
ficie de energia que denotamos por QJ.,{ J=L2.3).
las raices reales respecto de &, ar,{z‘ = I,'E,Ei} de las
ecuaciones h—eahk =0 y 28+k" =0, se obtienen
aplicando el algoritmo de Sturm a la ecuacién que
nos da los extremos de la superficie de energia v nos

delimitan aquellas regiones en las que estin o no
acotadas las drbitas.

Finalmente, 5° ' con n>1,eslaesterade 1" e Ves
la unidn de dos abiertos solidos, identificdndose pun-
to & punto con dos circulos de cada toro que no
pucden ser contraidos a un solo punto dentro del
correspondicnile ro (véase |3] para més inlorma-
cion).

Weamos una de las figuras que corresponde a la
superficie de energia: (véase [ig. 2)

Se obtiene la siguiente clasificacion topoldgica para
E, e I, :(véase Tabla 2)

Para el caso en que # =0 tenemos el problema de
Kepler en un sistema de referencia rotante.

5 Conclusiones

En este trabajo hemos considerado sistemas Manev
en un sistema de referencia rotante. Se ha deserito la
dindmica hamiltoniana en las variedades invariantes
E,. J, ¢ [, por medio del worema de Liouville-
Arnold v algunas técnicas especificas. Finalmente, se
ha obtenido una completa clasificacién topoldgica del
espacio de fases asociado al sistema.
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