Capitulo 3. Desarrollo del programa

12 . INTERPOLACION

12.1 Introduccion

La interpolacion de puntos es una herramienta importante a la hora de generar
puntos a partir de una muestra de puntos menor. Es necesario, por lo tanto, poseer un
algoritmo o formula para generar tales puntos que utilizaremos para la representacion
grafica de la superficie generada. Hay que tener en cuenta que los métodos de
interpolacion intentan aproximar una funcién mediante un polinomio, Ilamado
polinomio algebraico. Una condicion que debe cumplir la funcioén a interpolar es que
sea continua en un intervalo cerrado y acotado.

A continuaciéon hablaremos de la interpolacion realizada en este programa
informatico. El método de interpolacion utilizado tiene que ser un método multivariante
ya que el paso o distancia entre los puntos puede ser variable. Este es el Gltimo paso que
se debe recorrer antes de la representacion grafica. Esta realizara la representacion de
los puntos interpolados y se obtendran resultados complementarios.

12.2 Interpolacion

Toda interpolacion cibica parte de dos coordenadas, por ejemplo X e Y, y
genera la tercera coordenada Z. Dada la importancia del polinomio de Taylor, se podria
pensar en utilizar dicho polinomio como método de interpolacion, pero no es asi. Los
polinomios de Taylor coinciden en lo posible con determinada funcién en un punto
especifico, pero concentran su exactitud cerca de ¢él. Una buena interpolacion debe
ofrecer una aproximacion relativamente exacta en un intervalo entero, y los polinomio
de Taylor generalmente no lo hacen.

En el método de interpolacioén utilizado se definen las localizaciones de los
puntos problemas y se estima la altitud (en el caso de generar coordenada Z) de cada
uno de ellos en funcidn de los datos del entorno existentes en el modelo. Los algoritmos
de interpolacion deben tener en cuenta las diversas estructuras auxiliares para introducir
variantes en los mecanismos de célculo.
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El planteamiento global del problema podria ser el siguiente:

e Dado un conjunto de puntos con coordenadas (x,y,z) distribuidos
irregularmente, generar un nuevo conjunto de puntos localizados en los nodos de
una red regular de forma que la superficie interpolada sea una representacion de
la original con una pérdida minima de informacion.

e El valor del punto problema se estima asignando pesos a los datos del entorno en
funcion inversa de la distancia que los separa del punto problema. El algoritmo
utilizado para la interpolacion es el llamado algoritmo de interpolacion
multivariante de la distancia inversa.

Se establece que los puntos mas cercanos tienen un peso mayor en el calculo,
aunque la relacion no tiene porque ser lineal.

El método utiliza informacion de puntos que pueden tener dos posibles origenes.
Por una parte, el algoritmo puede utilizar los puntos tomados directamente de la medida
sobre la superficie de la pieza o por el contrario, los datos pueden ser el resultado de la
compensacion del radio sobre los puntos palpados directamente. Esto es debido a que
puede darse el caso de que mejorando la MMC o cambiando el tipo de sonda, se pueda
realizar la compensacion de radio desde la propia maquina. En tal caso no se tendria que
compensar el radio de la punta de la herramienta con el programa creado. Se pasaria
directamente a la interpolacion sin necesidad de realizar la compensacion.

En ambos casos, los parametros de interpolacion pueden ser iguales, pero no lo
seran los resultados obtenidos. Supondremos que los puntos tomados no tienen en
cuenta el radio de la punta de la herramienta. Con esto, los resultados obtenidos de la
compensacion del radio deberan de pasar por el proceso de interpolacion para la
generacion del mallado de la superficie, utilizando el método que se describe a
continuacion.

12.3 E1l método de la distancia inversa

Este método se basa en la siguiente formula:

n
Z; = Zk,-,- "2
i=1

donde z; es el valor estimado para el punto j. El nimero de puntos usados en la
interpolacion viene dado por n; z; es el valor en el punto i-ésimo y £;; es el peso asociado
al dato i en el calculo del nodo j. Los peso varian entre 0 y 1 para cada dato y la suma
total de ellos es la unidad.
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Las diferencias entre los diversos métodos estriban en la forma de calcular los
pesos de cada dato. Los métodos de la distancia inversa calculan la distancia euclidiana

)}
(definida como ||x|| = [fo]/z ) entre cada dato y el punto problema, d;;; se establece una

funcion de proporcionalidad entre el peso y la distancia, quedando la formula general

R/ RIS
R

donde 3 es un exponente de ponderacion. Este parametro controla la forma en la que el

como:

z

peso disminuye con la distancia. En el caso de valer 0, el valor estimada sera la media
aritmética de los datos; en el caso de valer 1, el peso disminuye linealmente con la
distancia; para valores superiores, la influencia de los puntos cercanos se hace mucho
mayor que la de los lejanos. Por ejemplo, cuando B=2, la interpolacion se realiza en
funcién inversa del cuadrado de la distancia. En la formula anterior el pardmetro w; es

proporcional a 3 y su valor viene dado por:

w = [ - P O - P an

donde x; e y; son los valores de las coordenadas de los puntos tomados. El subindice i se
refiere a puntos tomados y el subindice k corresponde a puntos generados. Un ejemplo
de cdmo se opera con la expresion (I1) es el siguiente:

Dados los puntos iniciales tomados en la medicion:

X Y z
197.2007040 | 98.733669 | 38.106398
238.422929 | 112.378083 | 82.790646
232.958830 | 106.946191 | 85.159880
232.964040 | 117.686288 | 84.390633
230.859219 | 112.310212 | 84.383799

Claramente n=5 (nimero de puntos tomados) y también podemos saber los
valores maximos y minimos en cada eje:

Xmin=197.200740  Ypin=98.733669 Znin=38.106398
Xmax=238.422929  Ynax=117.686288  Z2x=85.159880

Supongamos que se quiere generar valores X y que los pardmetros de
interpolacion son IY=15, [Z=12 y p=3. Tenemos que

h =T = Yoin _y 563503, h, —Zoa = Zoin _ 3971124
Iy Iz

y
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De esta forma se pueden generar los valores de los puntos Y y Z distanciados
segun los valores de hy y h,. Los resultados obtenidos para cada eje son:

Eje X Eje Y Eje Z
233,9313 98,733669 38,106398 ;
233,941604 98,733669 42,027522 ;
233,953194 98,733669 45,948645 ;
233,966068 98,733669 49,869768 ;
233,979934 98,733669 53,790892 ;
233,993813 98,733669 57,712016 ;
234,005124 98,733669 61,633139 ;
234,007692 98,733669 65,554262 ;
233,98787  98,733669 69,475386 ;
233,919583 98,733669 73,39651 ;
233,770888 98,733669 77,317633 ;
233,559258 98,733669 81,238756 ;
233,933835 99,997177 38,106398 ;
233,944885 99,997177 42,027522
233,957526 99,997177 45,948645 ;
233,971911 99,997177 49,869768 ;
233,987995 99,997177 53,790892 ;
234,005178 99,997177 57,712016 ;

donde Ymin=98.733669, 42.027522=38.106398+h, , 45.027522=42.027522+h, ,...
81.238756=77.317633+h,.

Los valores de la primera columna se obtienen haciendo uso de la formula (II).
Para obtener el primer valor de la columna correspondiente al eje X, 233,9313, se opera
de la siguiente forma:

wi=((112.378083-98.733669)*+(82.790646-38.106398)%)>3=9.805-10
w>=((106.946191-98.733669)*+(85.15988-38.106398)%)*°=9.1765-10"
w3=((117.686288-98.733669)*+(84.390633-38.106398)*) *°?=7.9931-10°
w4=((112.310212-98.733669)*+(84.383799-38.106398)*)**3=8.9147-10°°
Wi+ waot Wit ws=35.8894-10°

Para obtener el primer valor de la coordenada X se utilizan las expresiones:
A=A 1 +X'w; y Bi=Bi.;+wj, numéricamente:
A1=A(+238.422929-9.805-10°=2.3377-10" con A;=0
B,=B¢+9.805-10°=9.805-10 con By=0
A,=A+232.9588309.1765-10°=4.475-10>
B,=B;+9.1765-10°=18.9815-10°¢
A3=6.3371-107
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B3=26.9746-10°
A,=8.3951-107
B4=35.8894-10"°
4, 83951107

De modo que X, =—=—————=2339313
B, 35.8894:10

Para hallar el segundo valor de la columna X se procedera analogamente:

w=((112.378083-98.733669)*+(82.790646-42.027522)*)°>*=12.598-10
w>=((106.946191-98.733669)*+(85.15988-42.027522)*) **3=11.8139-10
wi=((117.686288-98.733669)*+(84.390633-42.027522)*)°>*=10.0042-10°°
w4=((112.310212-98.733669)*+(84.383799-42.027522)*)°>*=11.3641-10°°
A1=Ag+238.422929:12.598:10°=3.00365-10" con A¢=0
B,=B(+12.598-10°=12.598-10"° con B¢=0
Ar=A,+232.958830-11.8139-10°=5.75579-10"
B,=B,+11.8139-10°=24.411915-10°

A3=8.0864-10"

B;=344161-10"

A4=10.7099-107

B4=45.7802-10°°

X, = A =233,9416

4

Cuando se aplican estos métodos aparece frecuentemente un problema derivado

del desigual reparto espacial de los puntos a lo largo de las lineas y entre ellas. Se trata

del “aterrazamiento” del terreno debido a la ausencia de datos entre curvas de nivel

sucesivas. Cuando la interpolacion se realiza mediante funciones de ajuste mas

complejas (polinomios de grado alto), pueden aparecer efectos aun mas molestos que

producen fuertes fluctuaciones.
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Figura 12.1. Ejemplo de las curvas generadas para varios valores de 3 donde pueden observarse los
patrones de cambio de pesos (ordenadas) en funcion de las distancias (unidades arbitrarias, en abcisas).

De modo que esta familia de métodos permite la generacion de mallas de una
forma rapida y simple. Sin embargo, se trata esencialmente de una media ponderada y
por tanto el resultado se encuentra siempre incluido dentro del rango de variacion de los
datos. Por este motivo, el correcto tratamiento de las formas cdncavas y convexas
depende estrechamente de la distribucion de los puntos originales.

12.4 Implementacion en el programa

La materializacion del método descrito en el programa se lleva a cabo mediante
la utilizacion de bucles del tipo Do...Loop Until..., quedando el cédigo para el caso de
que se realizase la interpolacion en los ejes X e Y de la siguiente forma:

Loop Until i =1X - 1
j=0
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Do
j=j+1
AA=0
BB=0
k=0
Do

Loop Untilk=n-1
ZP(i,j)=AA/BB

donde DX=h, y DY=h,. En esta ocasion se generan valores para la coordenada Z que se
llammara ZP(i,j) y sera el resultado de aplicar la expresion (I). En el caso de querer
generar coordenadas X o Y, el cddigo es similar al expuesto.

12.5 Errores de interpolacion

Al igual que en caso de compensacion, hay que realizar un andlisis de los errores
cometidos al utilizar el algoritmo para la generacion de una coordenada a partir de otras
dos. De forma mas general, x=f(y,z), y=f(x,z) o z=f(x,y).

Supongamos que la coordenada que se desea generar es X a partir de valores de
Y y Z. Llamo MIX;, MIY; y MIZ a los valores obtenidos por interpolacion de las
coordenadas X, Y y Z respectivamente. Partiendo de los parametros antes mencionados

h, = % , h, = %, los distintos valores de MIY; y MIZx se obtienen:
MIY =Y minthy MIZi=Zuinh,

MIY,=MIY+h, MIZ,=MIZ+h,

MIY=MIY,.i+hy MIZ.=MIZ,.th,

De modo que MIY;=2(MIY;.;+hy) para j=1,....(AY-1) y MIZ;=>(MIZ.,+h,) para
k=1,....,(IZ-1). La expresion (II) queda:
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w, = [, - v, +1)F + G - iz +nP ]
A _ Ayt

y la coordenada MIX, =~
B B +w,

i

=f(4_,B_,X,;,w)coni=l1,...,(n-1)
Aplicando la ley de propagacion de varianzas:

2 2 2 2
0 0 0 0
Uy = (GA{_ lj uj +(5{1] Uy, +(£] Uy, +(Efj u,,

1 1

donde 2 =W Yuy = Uy = 0'001; o = - Az‘—l'B,-——l 2
. B, +w ’ k 2 ow, (B_, +w,)

1

2
s (owY L (ow) o (owY L ew ) ., ow, ) .
u, =\ — | u, +|— | u, +|—| u, + Uy | ——— | Uy, +
oy, ) e ) 7 \ap ) amiy m o \emiz,.,

2
ow ) , (ow)
| U T S| U
Oh, * | Oh, :
donde los dos tltimos términos son 0 debido a que:

oh Y on Y on Y
u? = S Yol Yyt =0
Woley, ) ey, ) ™ lary)

(L) () °

Como u,=0, ese término no se tiene en cuenta. Respecto a los otros términos:

0.5p
. { ow, J —0.5'[()/1- - (MIY;_ + hy))2 iz - (MIZ),_, + hZ))ZT Py 2MIY |+ 2hy)

oMIY (yl. - (MIY; | +hy, ))2 +(z; - iz it i)

0.5'p
. ( ow; j —0.5~[(yi—(M1Yj_1+hy))2+(zi—(MIZk_1+hz))2T P2z + 2MIZ; | +2hy)

by —(MIY; o e -z, i)
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0.5
V] p
o i |_ 0'5.[()}" -+ hy))z * (Zi -~(MIZp g+ hz)) T P2y = 2MIY;_| = 2hy)
. 2
oy, (yl- - (MY + hy))z iz - (MIZ, | + i)
[ ]»0.5-]7
I TR P (y i (MY, + hy))2 +z - (MIZ),_, + h)f P2z = 2MIZ; | ~2h)
oz; (yi - (MY + hy))2 iz - (MIZ, | + i) )

La implementacion en el programa se hace de forma que no queden expresiones muy
largas. Por ello se realiza la operacion por partes, definiendo primero unas variables que
luego se utilizan para formar la expresion final.

— =
%‘ﬁ iter pol; W#S} | Errores de interpolacion

Fichero de emores de interpolacidn Oprianes

0.00100062 0,00100082 0,00005707 ; = Graficos de enores de interpolacion para cada sje de medicion

000100062 000100082 0,00009834 ;
000100062 000100052 0,00010163 ;
000100062 000100062 0,00010405 ;
000100062 000100062 0,00010674 :
0.00700062 000100052 0.00010374 :
0.00700062 000100082 0,00011303
000100062 000100062 00001166 ;

000100062 000100062 0,00012041 ;
000100062 000100082 0,00012444 ;
000100062 000100062 0,0001293 ;

000100062 000100082 0,00013374 ;
000100062 000100082 0,00013855 ;
000100062 000100062 000014338 :
000100062 000100062 000015023 :
0.00700062 000100062 00001575 ;

0.00700062 000100062 000016519 ;
000100062 000100062 0,00017256 ;
000100062 000100062 0,0001734 ;

000100062 000100082 0,0001849 ;

000100062 000100082 0,00018333 ;
000100062 000100082 0,00019503 ;
000100062 000100062 000020054 :
000100062 000100062 000020654 :
0.00700062 000100052 000021234
0.00700062 000100062 0.00021362
0.00700062 000100062 000022621 :
000100062 000100062 0,00023301 ;
000100062 000100052 0,00023382 ;
000100062 000100052 0,00024665 ;
000100062 000100082 0,00025355 ;
000100062 000100062 0,0002606 ;

000100062 000100062 000026757

Wer
E detalless >

Errores en la columna de valores interpolados X

0,00200125
0,001 00082

o
-0,001 00062
-0,00200125

Errores en la columna de valores interpolados

0,00200125
0,001 00062

o
-0,001 00082
-0,00200125

Errores en la columna de valores interpolados 2

§1,0307
44 5287
28 2267
11 8247
-4 5773

Figura 12.2.- Pantalla gréfica de errors de interpolacion

| Datos numeéricos asociados a errores de interpolaci

Yalor minimo de s 1 00E-03

Walor maxime de #: (1 00E-03

Walores minimosz ¥ maximos ek la matriz de enares de interpolacidn Degviacion tipica de log enores de compenzacion

en punta 1593 Desviacion tipica para columna ;. |£.659E17
en punta | 1559 Desviacion tipica para columnay;  |2.65E-17

Yalor minimao de ™ 1 00E-03

Yalor maximo de v 1 00E-03

enh punta 1599 Desviacion tipica para columna Z: - |2.29E+00

eh punto 1599
Momero de puntos medidos Mimero de puntos generados

Yalor minimo de 22 (9 71E-05

Walor maximo de Z: |9 15E +1

= Bl ’70 1 1600
en punta |1064

Cerrar

Figura 12.3.- Datos numéricos de los errors de interpolacion
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