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Abstract—Active contours are useful tools for segmenting II. FORMULACION FRECUENCIAL

images. The classical formulation is given in the spatial domain Unasnakees un contorno variante en el tiempo= v(s, ¢)
)

and is based on a second order system. The formulation based ; , funci | p
on a frequency-domain analysis leads to a simple formulation Cuya forma est gobernada por un funcional de eriargon

and design, offering an important computational saving in fuerzas internas y externas,

comparison to the original one. The frequency-based formulation

also offers a new perspective for studying the convergence of E(v) = S(v) + P(v). (1)
the snake. This paper addre_sses an _anaIyS|s and optimization La energa interna de deformai se define como

for a snake-based segmentation algorithm. The study allows us

to choose optimum values of the system dynamic parameters 2

L
2 2
in the design of the active contour for improving its speed of _ } 87v o°v
convergence in a segmentation problem. S(v) = 2 a(s) Os +5(s) Os2 ds. @
0
|. INTRODUCCION El téermino de eneiig externaP(v) comprende el efecto

de las fuerzas externas como el gradiente de la imagen o las
La efectividad de los contornos activos en la segmeditacifyerzas internas no lineales como las que mantienen la longitud
de imagenes es bien conocida. La formutaciciasica [1], del contorno constante. En una implemerdagpractica de la
[2] viene dada en el dominio espacial y &dtasada en un minimizacibn del funcional de enefa, el dominio parai@trico
sistema de segundo orden. La rigidez y la elasticidad spn< s < I se divide en subdominios y se divide en
los paBmetros estticos y la masa y el rozamiento son loglementos desnakeu; (s, ) que se construyen mediante una
palé.metros diamicos para su caracterizani Adenés de la funcibn de formaf(s) y un Vectoru(t) con los paémetros
formulacin original, se han propuesto distintas variantes @@ |a funcon de forma, de forma que:
modelos deformables [3], [4], [5], [6]. En [7] la formul&ci
original es trasladada al dominio de la frecuencia con lo que
se consigue una formuldgi y diséio mas sencillo, ofreciendo
adenas un importante ahorro computacional en compéaraci
con la original.
El principio basico detas de los contornos activos es |
habilidad para trazar una curva paktnita suave compelida M d*u(t) du(t) _
ar \ \ +C + Ku(t) = g(u(?)), 4
por requerimientos internos y externos, de modo adaptativo y dt? dt
mediante un mecanismo iterativo [8]. Como cualquier sisterdandeK es la matriz de rigideaM y C son respectivamente
adaptativo, es de gran importancia las iteraciones requeritiasnatriz de masa y amortiguamiento,gyes el vector de
por el contorno para delinear el objeto de ibtef9], [10], [11], fuerzas externas, determinado por la pdasicdel contorno
[12]. La velocidad de convergencia depende especialmeste el instante [2]. La matriz de rigidezK se ensambla de
en los paametros diamicos del sistema de segundo ordeacuerdo a la funéin de formayf(s) y sedin los valores de
y en la distancia entre los nodos ati@s [13]. Este aftulo los paadmetros de rigidez y elasticidad. Todos estos elementos
utiliza la formulacbn basada en la frecuencia para estudiaonfieren a Isnakesu diramica y sus caractisticas de forma.
la convergencia de lanakeen el ajuste iterativo de este Aunque desde un punto de vista gendfales una matriz
contorno hasta que perfila el objeto de iBgter Tambeén cuadrada, siftrica y a bandas, en muchas aplicaciones, la
muestra el aflisis para la elecon de los valoreptimos tensbn y la rigidez ¢(s) y 3(s)) son constantes y toman
de los paametros diamicos en el dideo del contorno activo el mismo valor para todos los elementos desfeke Esta
para mejorar su velocidad de convergencia en un problemasitaplificacibn abre la posibilidad de formular la minimizaaoi
segmentaéin de inmagenes. del funcional de eneig (2) en el dominio de la frecuencia [7].

N
V=Y wils,t)  wils,t) = f(s) xuils, 1) 3)
=1
La minimizacbn se consigue mediante las ecuaciones de
all_agrange y llevan a la ecudci diferencial de segundo orden




A. Contornos cerrados siendow el honblogo frecuencial de.. La ecuaddn (10) se
La formulacbn basada en la frecuencia es aplicable iniciafOnVIerte en

mente a contornos cerrados, que pueden considerarse como N—1
sdiales peibdicas, siendo el periodo la longitud del contorno. S — RS U (w)? |K(w)|] . (12)
Definamos las siguientesfedes:i(s) es una sial perbdica 2N —~ Q=R
de periodoL definida pori(s) = v, 0 < s < L; 4(s) es la
versbn perbdica deu(s), definida a continuadh como dondeK (w) se es el espectro frecuencial de rigidez
N-1 .
ue) = 2 8o = s0) O K@= Y (@0 + 8101 1FQP o e (03
k=—o00

dondeN es el imero de nodos de knake u,, es el valor del
nodon-ésimo, ys, son sus posiciones (en usaakecerrada  Tomando derivadas en (12) respecto cada uno de los
sn =nL/N). U(Q) es la transformada de Fourier dés). N valores relevantes d&(w), obtenemos la ecudsi de

La snakees cerrada y puede representarse por ufial semovimiento de Lagrange formulada en el dominio de la
peribdica definida pori(s) = a(s) = f(s), dondex denota frecuencia
convolucbn lineal en el dominios y f(s) es la funcdbn de
forma, que determina el tipo de interpolacientre los nodos M32U(w7f) U (w, 1) b U t) K(w) = G), (14)
de lasnake ot? ot ’ ’

Dado que se ha asumido quey § son independientes de
s, el funcional de enefg (2) puede escribirse como

dondeM y C son la masa y el rozamiento del sistema espacio

temporal de ecuaciones diferenciales de segundo orden, y se
o L 3 L consideran invariantes a lo largo destsake G(w) es la trans-

S = 5/ 191(s)|> ds + 5 / 192(5)|? ds, (6) formada de Fourier de las fuerzas externas. Hay que destacar

0 0 qgue en la ecuabn (14) solamente los valores deque son

maltiplos de27 /N son relevantes. La implementénide (14)

actible asumiendo un paso de discretibaciemporalAt, lo

gue conduce a la implementéani en tiempo discreto donde

dondeg,(s) = 0%v(s)/0s*. Usando la regla de Parseval, |
ecuacbn (6) puede expresarse en el dominio frecuencial

L & 2 5 denota la variable temporal discreta= 2M/At? + C/At
S= 9 Z aldy (k)" + 3 |da (k)" @) y ¢ = —M/At?. La ecuadn expicita del movimiento de la
h=eo shakees

donded, (k) son los coeficientes del desarrollo en serie de
Fourier deg,(s). Entonces (7) puede simplificarse como (b+c+ K(w)) Us(w) = bUg—1(w) + cUg—2(w) + Ge(w),

o0 (15)
S = % U(Q)? \’CS(Q)HQ:k@ (8) Esta ecuaéin puede trasladarse al dominio espacial como
k=—o00 r
donde 0~ (0 + k) ® ugln] = bug_1[n] + cug_s[n] + 1" geln],
Ko(9) = (alQ? +8101") |F@) ©) (16)

donden = M + C es la masa globah =1+ (1 +7)"'y
siendo ((2) la transformada de Fourier de la fudoide forma ¢ = —(1 4 ~)~! son los paametros diamicos del sistema de
f(s). De acuerdo a (5)/(f2) es un espectro pédico cuyo segundo ordeny = C/M es la reladdn entre el rozamiento

periodo se define en el intervalo de frecuendi@®r ], y y la masa, y® denota convoluén circular entre secuencias
entonces (8) puede ser aurasnsimplificado como discretas de la misma longitud.

;N El espectroK(w) es el ricleo frecuencial del modelo
S=_— U(Q)|? |’C(Q)HQ:;€2J’ (10) deformable, y su hodlogo en el espacio discreto[n| se
2L k=0 r corresponde con la primera columna (o fila) de la matriz de
donde rigidez K de la formuladdn original de lasnakeq?2].
i N Advierta que (16) es equivalente a la ecéacide
k() = Z Ks(Q = kT 2m). (11)  movimiento de la formulaéin original: alf, la matriz pseudo

k=—o0 inversa de la matriz de rigidez es dlabeo del proceso, y si
De la afirmaddn anterior queda claro que el funcionalos padmetros de rigidez y elasticidad se asumen constantes
de energp ha sido trasladado a un dominio frecuencial & lo largo de lasnake la matriz resultante es circulante, esto
tambien discreto, y la informaoi relevante etcontenida en es, cada columna se construye mediante el desplazamiento
N valores frecuenciales. Dado este escenario discreto tadidico de un elemento de la columna anterior. Una matriz
en el dominio espacial como frecuencial, traslademos (10)calculante es la representani algebraica de la convoluri
espacio discreto, esto es, — n, o que implical2 — w, circular discreta.



[Il. PROCESO DE SEGMENTAGDN DE IMAGENES A. Ardlisis de la convergencia

En un prob|ema @&sico de Segmentaf‘n‘i con contornos La substracdén del valor final en la recui@n (22), esto es,
activos, en un cierto instante del proceso, algunos nodas est: = d¢ — 9o, da lugar a la ecuadn en diferencias lineal
atraidos’ hacia regiones de alta eniergy el resto de los que describe la evoluan residual del contorno activo
nodos esin I|bre§. Este escenario puede expresarse como re = bHre; + cHre s, (24)
un problema de interpolamh no uniforme [14] mediante la
reestructuradin de (16) en La matrizH puede expresarse corlid = LDL~!, siendo
D una matriz diagonal conteniendo los autovalores.., Ay,

y L una matriz cuyas columnas son los correspondientes
autovectores ortogonales y unitaries. Entonces, (24) se
convierte en

zeln] = bue_1[n]+ cue_2[n], (17)

ze[n] + (zen] — z¢[n]) Z d[n — Ng], (18)

k=—o00

ugln] = h[n] xye(n), (19)

ye[n]
C¢ :bDC§_1 +CDC5_27 (25)

dondecs = L™ 'r¢. La ecuaddn en diferencias desacoplada
?25) puede analizarse en el dominio del plaio Entonces,

al resolver las ecuaciones cuaticas desacopladas obtenemos
los polos de los modos de vibraai

n
H(w) TR (20) L2 b;\ . [b2X2 + de);, (26)

Asumiendo inicialmente para el @lisis reposo inicial y que Segin el signo del discriminanted; = b2\2 + 4c);, el
Ny = kN, entoncesX¢ (w) = X¢(w — kwo) cOnwo = 2/N,  modo ortogonal resultante puede ser subamortiguada (),

Ug(w) = Q¢(w)Xe(w), y las ecuaciones (17)-(19) puederyiticamente amortiguada = 0) o sobreamortiguada’ >
trasladarse al dominio de la frecuencia como se muestrg)a

dondexz¢[n] = n~1g¢[n], Ny son las posiciones de los nodo
atrdados por las fuerzas externashyn] es el ricleo pseudo
inverso dek[n], por lo que su transformada de Fourier es

continuacdn, La velocidad ras @pida del modo s lento se alcanza
cuando los polos asociados al mayor autovalor cumplen la
= bH _ H _ o . . "
Qe(w) (w)QgNl 010) + cH(w)Qe¢—2(w) condicbn de amortiguamiento itico y entonces
p N-

—H(w) 5 2 Qe—1(w — kwo) (21) No=2\L (1 — Aman 4 /1= Amaz) @)
e N1 La figura 1 describe el comportamiento de los autovalores
—HW) 5 2 Qe—2(w —kwo) + H(w). y los polos asociados. Note que cuando el autovalor es
k=0 mayor que el umbral, los correspondientes polos complejos

La ecuaddn (21) deja ver que para una frecuenciglada, €volucionan a dos polos realgs. Los_épae_trps de simulagn
el filtro equivalenteQ,(w) depende de sus propios valore§ONN =4, a =0y § = 1y diferencias finitas.
a frecuencias iguales @ + kwgy. Considerando frecuencias
w=1dwy+Aw (i = 0,...,.N — 1, ¥y |Aw| < wp/2), (21)
produce

q¢ =h+H (bge-1 +cae-»), @
dondeq; = [Q¢(Aw), Qe(wo + Aw), ..., Qe((N — Dwo +
Aw)]T, h definida de manera acorde, y la mattizes 06
. 1 N
H = diagh) — i h(l---1]. (23) s

En una situadn final y estable { = oo), la ecuadn
(22) conduce aq = (I—H)_lh, gue describe el (rtleo 0.2
equivalente en la situam final. El proceso inverso, esto

es, trazar el acleo H(w) a partir de una situagn final 0
desead#)(w) no tiene una formuladn expicita sencilla. Por ‘ ‘ ‘
lo general Q(w) depende de los pametros de rigidez, y dela 0~ 10" 10° 10* 10°

masa totah' (20). Esto significa que para un valor. constante é% L Variachn de|=1|,)=?| y x| con +. El mbdulo de los polos de
n, la solucon alcanzada es la misma independientemente |g& modos de vibrach se representa comea continua, los autovalores de
la relacbn rozamiento-masa, no obstante, la velocidad de lala matrizH esén trazadoslcorineas de puntos, y, efinka discontinua el

. . L. . , — 2
snakehacia la situadin final depende del valor del @ametro umbralth = (1++)/(1+ 57)"
dinamico~ [13].



B. Ardlisis de la complejidad y pametroséptimos se ha de incrementar el valor de la masa. Un aumento en un

Cuando los autovalores astcercanos a la unidad, esidif orden de magnitud en implica el mismo incremento efV,

apreciar diferencias entre las velocidades de sus sistemas. Hp§t0 puede dar lugar a una prohibitiva y lenta velocidad de
forma de expresar la velocidad de convergencia es por megivergencia.

de la complejidad del sistema, definida como
(1= Amaz) " (28)

donde\,,.... €s el mayor autovalor de la matriz (23). La
figura 2 contiene, erinea continua, la rela@n entre la masa
n y la complejidad del sistem&/, para diferentes valores de
la mayor distancia entre nodos attas N. Cada curva eét
confinada entre dos$nleas asiritticas (eninea de puntos)

N (29)
logyo(Ne) log(n) + o (k1log o (V) + k2) (30)

dondex; = 1.97, ko = —0.95 y o es el orden de la derivada
(0 = 2 es equivalente a=0, 8=1 en la formuladn original).
La intersecdn entre ambas rectas viene descrito por

(31)

Ne

Ne

logyg(n0) = (1 — ok1)logyo (V) — ok

Entonces, dado un conjunto de nodos idwa no uni-
formemente distribuidos, el algoritmo empdaadetectando
la mayor distancia entre estos nodos, entonces el valor de |
masabptima se calcula ség (31), y a partir de dtse obtiene
N, y los paémetros del sistema de segundo ordgny, b y
c. Este algoritmadptimo esh definido en la Tabla I.

[1]
n = NI-0Fk1)10(=0ok2)
N = maz { N, nN(@k110(7%2))} 2]
A =1-1/N.
v =221 =N+ VI=N) [3]
b =1+ (1+7)""
c = —(Q4)1 [4]
K =aKa+8Kg
H =n(n+K)™ 5]
repeat
u=DFT~H(®U¢+cUe_1)} +n7'g,
et e [6]
Ug = DFT{U}
until ||U — Ug|| < tol
TABLA | [7]
DISENO OPTIMO DE PARAMETROS DINAMICOS
(8]
V. CONCLUSIONES [9]

La forma final del contorno en la segmentatdepende de 10]
la suma de la masa y la rigideg, y es independiente de la
relacbn entre ellasy. El valor de masg usado para conseguir
un cierto grado de interpoldm es téricamente infinito, o al
menos muy alto. Desde un punto de vistagico, dadoy y
N, uno estda interesado en ajustarde forma que lsnake [12]
alcance su axima velocidad de convergencia.

Sedin los resultados anteriores, daakeinterpoladora ras
rapida se basa en un valor pequii® de masa; que se cor-
responde con un valor bajo de complejiddd = N. La masa [14]
del punto de inflexdn (31), n,, consigue una interpoldm
final aceptable, pero si se requiere una segmentaunas fina,

[13]

3

10
N
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Fig. 2. Analisis nungrico de la complejidad del sistema.

AGRADECIMIENTOS

%ste trabajo eétfinanciado por eMinisterio de Ciencia y
Tecnologa mediante el proyecto TIC2002-03033.

REFERENCIAS

M. Kass, A. Witkin, and D. Terzopoulos, “Snakes: Active contour
models,” Int. J. of Computer Visianvol. 1, no. 4, pp. 321-331, 1988.

J. Liang, T. Mclnerney, and D. Terzopoulos, “United snak&sgc. Int.
Conf. on Computer Visigrpp. 933-940, 1999.

V. Caselles, R. Kimmel, and G. Sapiro, “Geodesic active contours,”
Proc. Int. Conf. Computer Visiompp. 694-699, 1995.

T. Mclnerney and D. Terzopoulos, “T-snakes: Topology adaptive
snakes,”Medical Image Analysjsvol. 4, pp. 73-91, 2000.

D. Cremers, C. Schnorr, and J. Weickert, “Diffusion-snakes: Combining
statistical shape knowledge and image information in a variational
framework,” Proc. of 1st IEEE Workshop on Variational and Level
Set Methods in Computer Visiopp. 137-144, 2001.

D. Terzopoulos, “Deformable models: classic, topology-adaptive and
generalized formulations,” ifGeometric Level Set MethqdS. Osher
and N. Paragios, Eds., chapter 2, pp. 21-40. Springer-Verlag, 2003.
L. Weruaga, R. Verd, and J. Morales, “Frequency domain formulation
of active parametric deformable model$EZEE Trans. Pattern Anal. &
Mach. Intell vol. 26, no. 12, pp. 1568-1578, December 2004.

K.F. Lai and R.T. Chin, “Deformable contours: Modeling and extrac-
tion,” |IEEE Trans. Pattern Anal. & Mach. Intelvol. 17, no. 11, pp.
1084-1090, 1995.

D. Terzopoulos and R. Szeliski, “Tracking with kalman snakes,” in
Active Vision A. Blake and A. Yuille, Eds., pp. 3-20. MIT Press, 1992.
P. J. S. G. Ferreira, “Noniterative and faster iterative methods for
interpolation and extrapolation,1IEEE Trans. Signal Processingol.

44, no. 11, pp. 3278-3282, November 1994.

11] L.Weruaga, J. Morales, L.NNnez, and R. Verid, “Estimating volumetric

motion in human thorax with parametric matching constraintg EE
Trans. Medical Imagingvol. 22, no. 6, pp. 766-772, June 2003.

Luis Weruaga, Juan Morales, and Rafael Verd‘Active training on
the CMAC nonlinear adaptive systenXil European Signal Processing
Conferencepp. 589-592, 2004.

R. Verdi, J. Morales, R. Goratez, and L. Weruaga, “Convergence
analysis of active contours in image segmentatidPrdc. of IEEE Int.
Conf. on Image Processingp. 2749-2752, 2004.

F. Marvasti, Nonuniform Sampling: Theory and Practjceinforma-
tion Technology: transmission, processing, and storage. Kluwer Aca-
demic/Plenum Publishers, New York, 2001.



