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Abstract— Active contours are useful tools for segmenting
images. The classical formulation is given in the spatial domain
and is based on a second order system. The formulation based
on a frequency-domain analysis leads to a simple formulation
and design, offering an important computational saving in
comparison to the original one. The frequency-based formulation
also offers a new perspective for studying the convergence of
the snake. This paper addresses an analysis and optimization
for a snake-based segmentation algorithm. The study allows us
to choose optimum values of the system dynamic parameters
in the design of the active contour for improving its speed of
convergence in a segmentation problem.

I. I NTRODUCCIÓN

La efectividad de los contornos activos en la segmentación
de imágenes es bien conocida. La formulación cĺasica [1],
[2] viene dada en el dominio espacial y está basada en un
sistema de segundo orden. La rigidez y la elasticidad son
los paŕametros estáticos y la masa y el rozamiento son los
paŕametros dińamicos para su caracterización. Adeḿas de la
formulacíon original, se han propuesto distintas variantes de
modelos deformables [3], [4], [5], [6]. En [7] la formulación
original es trasladada al dominio de la frecuencia con lo que
se consigue una formulación y disẽno más sencillo, ofreciendo
adeḿas un importante ahorro computacional en comparación
con la original.

El principio b́asico detŕas de los contornos activos es la
habilidad para trazar una curva paramétrica suave compelida
por requerimientos internos y externos, de modo adaptativo y
mediante un mecanismo iterativo [8]. Como cualquier sistema
adaptativo, es de gran importancia las iteraciones requeridas
por el contorno para delinear el objeto de interés [9], [10], [11],
[12]. La velocidad de convergencia depende especialmente
en los paŕametros dińamicos del sistema de segundo orden
y en la distancia entre los nodos atraı́dos [13]. Este artı́culo
utiliza la formulacíon basada en la frecuencia para estudiar
la convergencia de lasnake en el ajuste iterativo de este
contorno hasta que perfila el objeto de interés. Tambíen
muestra el ańalisis para la elección de los valoreśoptimos
de los paŕametros dińamicos en el disẽno del contorno activo
para mejorar su velocidad de convergencia en un problema de
segmentación de iḿagenes.

II. FORMULACIÓN FRECUENCIAL

Unasnakees un contorno variante en el tiempov = v(s, t)
cuya forma est́a gobernada por un funcional de energı́a con
fuerzas internas y externas,

E(v) = S(v) + P (v). (1)

La enerǵıa interna de deformación se define como
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El término de enerǵıa externaP (v) comprende el efecto
de las fuerzas externas como el gradiente de la imagen o las
fuerzas internas no lineales como las que mantienen la longitud
del contorno constante. En una implementación pŕactica de la
minimizacíon del funcional de energı́a, el dominio paraḿetrico
0 < s < L se divide en subdominios yv se divide en
elementos desnakevi(s, t) que se construyen mediante una
función de formaf(s) y un vectoru(t) con los paŕametros
de la funcíon de forma, de forma que:

v =
N∑

i=1

vi(s, t) vi(s, t) = f(s) ∗ ui(s, t) (3)

La minimizacíon se consigue mediante las ecuaciones de
Lagrange y llevan a la ecuación diferencial de segundo orden

M
d2u(t)

dt2
+ C

du(t)
dt

+ Ku(t) = g(u(t)), (4)

dondeK es la matriz de rigidez,M y C son respectivamente
la matriz de masa y amortiguamiento, yg es el vector de
fuerzas externas, determinado por la posición del contorno
en el instantet [2]. La matriz de rigidezK se ensambla de
acuerdo a la función de formaf(s) y seǵun los valores de
los paŕametros de rigidez y elasticidad. Todos estos elementos
confieren a lasnakesu dińamica y sus caracterı́sticas de forma.

Aunque desde un punto de vista generalK es una matriz
cuadrada, siḿetrica y a bandas, en muchas aplicaciones, la
tensíon y la rigidez (α(s) y β(s)) son constantes y toman
el mismo valor para todos los elementos de lasnake. Esta
simplificacíon abre la posibilidad de formular la minimización
del funcional de energı́a (2) en el dominio de la frecuencia [7].



A. Contornos cerrados

La formulacíon basada en la frecuencia es aplicable inicial-
mente a contornos cerrados, que pueden considerarse como
sẽnales períodicas, siendo el periodo la longitud del contorno.
Definamos las siguientes señales:v̂(s) es una sẽnal períodica
de periodoL definida porv̂(s) = v, 0 ≤ s < L; û(s) es la
versíon períodica deu(s), definida a continuación como

u(s) =
N−1∑
n=0

un δ(s− sn), (5)

dondeN es el ńumero de nodos de lasnake, un es el valor del
nodon-ésimo, ysn son sus posiciones (en unasnakecerrada
sn = nL/N ). U(Ω) es la transformada de Fourier deu(s).

La snakees cerrada y puede representarse por una señal
periódica definida por̂v(s) = û(s) ∗ f(s), donde∗ denota
convolucíon lineal en el dominios y f(s) es la funcíon de
forma, que determina el tipo de interpolación entre los nodos
de lasnake.

Dado que se ha asumido queα y β son independientes de
s, el funcional de energı́a (2) puede escribirse como

S =
α
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|ŷ2(s)|2 ds, (6)

dondeŷa(s) = ∂av̂(s)/∂sa. Usando la regla de Parseval, la
ecuacíon (6) puede expresarse en el dominio frecuencial

S =
L

2

∞∑

k=−∞
α |d1(k)|2 + β |d2(k)|2. (7)

dondeda(k) son los coeficientes del desarrollo en serie de
Fourier deŷa(s). Entonces (7) puede simplificarse como
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, (8)

donde
Ks(Ω) =

(
α |Ω|2 + β |Ω|4) |F(Ω)|2. (9)

siendoF(Ω) la transformada de Fourier de la función de forma
f(s). De acuerdo a (5),U(Ω) es un espectro periódico cuyo
periodo se define en el intervalo de frecuencias[0, 2π N

L ], y
entonces (8) puede ser aun más simplificado como
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, (10)

donde

K(Ω) =
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k=−∞
Ks(Ω− k N

L 2π). (11)

De la afirmacíon anterior queda claro que el funcional
de enerǵıa ha sido trasladado a un dominio frecuencial y
tambíen discreto, y la información relevante está contenida en
N valores frecuenciales. Dado este escenario discreto tanto
en el dominio espacial como frecuencial, traslademos (10) al
espacio discreto, esto es,sn → n, lo que implicaΩ → ω,

siendoω el hoḿologo frecuencial den. La ecuacíon (10) se
convierte en
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, (12)

dondeK(ω) se es el espectro frecuencial de rigidez

K(ω) =
∞∑

k=−∞

(
α |Ω|2 + β |Ω|4) |F(Ω)|2⌉

Ω=ω−2πk
. (13)

Tomando derivadas en (12) respecto cada uno de los
N valores relevantes deU(ω), obtenemos la ecuación de
movimiento de Lagrange formulada en el dominio de la
frecuencia

M
∂2U(ω, t)

∂t2
+ C

∂U(ω, t)
∂t

+ U(ω, t)K(ω) = G(ω), (14)

dondeM y C son la masa y el rozamiento del sistema espacio
temporal de ecuaciones diferenciales de segundo orden, y se
consideran invariantes a lo largo de lasnake. G(ω) es la trans-
formada de Fourier de las fuerzas externas. Hay que destacar
que en la ecuación (14) solamente los valores deω que son
múltiplos de2π/N son relevantes. La implementación de (14)
factible asumiendo un paso de discretización temporal∆t, lo
que conduce a la implementación en tiempo discreto dondeξ
denota la variable temporal discreta,b = 2M/∆t2 + C/∆t
y c = −M/∆t2. La ecuacíon expĺıcita del movimiento de la
snakees

(b + c + K(ω)) Uξ(ω) = bUξ−1(ω) + cUξ−2(ω) + Gξ(ω),
(15)

Esta ecuación puede trasladarse al dominio espacial como

η−1(η + k[n]) ~ uξ[n] = b uξ−1[n] + c uξ−2[n] + η−1gξ[n],
(16)

dondeη = M + C es la masa global,b = 1 + (1 + γ)−1 y
c = −(1 + γ)−1 son los paŕametros dińamicos del sistema de
segundo orden,γ = C/M es la relacíon entre el rozamiento
y la masa, y~ denota convolución circular entre secuencias
discretas de la misma longitud.

El espectroK(ω) es el ńucleo frecuencial del modelo
deformable, y su hoḿologo en el espacio discretok[n] se
corresponde con la primera columna (o fila) de la matriz de
rigidez K de la formulacíon original de lassnakes[2].

Advierta que (16) es equivalente a la ecuación de
movimiento de la formulación original: alĺı, la matriz pseudo
inversa de la matriz de rigidez es el núcleo del proceso, y si
los paŕametros de rigidez y elasticidad se asumen constantes
a lo largo de lasnake, la matriz resultante es circulante, esto
es, cada columna se construye mediante el desplazamiento
ćıclico de un elemento de la columna anterior. Una matriz
circulante es la representación algebraica de la convolución
circular discreta.



III. PROCESO DE SEGMENTACÍON DE IMÁGENES

En un problema clásico de segmentación con contornos
activos, en un cierto instante del proceso, algunos nodos están
’atráıdos’ hacia regiones de alta energı́a y el resto de los
nodos est́an libres. Este escenario puede expresarse como
un problema de interpolación no uniforme [14] mediante la
reestructuración de (16) en

zξ[n] = b uξ−1[n] + c uξ−2[n], (17)

yξ[n] = zξ[n] + (xξ[n]− zξ[n])
∞∑

k=−∞
δ[n−Nk], (18)

uξ[n] = h[n] ∗ yξ[n], (19)

dondexξ[n] = η−1gξ[n], Nk son las posiciones de los nodos
atráıdos por las fuerzas externas yh[n] es el ńucleo pseudo
inverso dek[n], por lo que su transformada de Fourier es

H(ω) =
η

η + K(ω)
. (20)

Asumiendo inicialmente para el análisis reposo inicial y que
Nk = kN , entoncesXξ(ω) = Xξ(ω− kω0) con ω0 = 2π/N ,
Uξ(ω) = Qξ(ω)Xξ(ω), y las ecuaciones (17)-(19) pueden
trasladarse al dominio de la frecuencia como se muestra a
continuacíon,

Qξ(ω) = bH(ω)Qξ−1(ω) + cH(ω)Qξ−2(ω)

−H(ω)
b

N

N−1∑

k=0

Qξ−1(ω − k ω0) (21)

−H(ω)
c

N

N−1∑

k=0

Qξ−2(ω − k ω0) + H(ω).

La ecuacíon (21) deja ver que para una frecuenciaω dada,
el filtro equivalenteQξ(ω) depende de sus propios valores
a frecuencias iguales aω + kω0. Considerando frecuencias
ω = iω0 + ∆ω (i = 0, ..., N − 1, y |∆ω| ≤ ω0/2), (21)
produce

qξ = h + H (bqξ−1 + cqξ−2) , (22)

dondeqξ = [Qξ(∆ω), Qξ(ω0 + ∆ω), . . . , Qξ((N − 1)ω0 +
∆ω)]T , h definida de manera acorde, y la matrizH es

H = diag(h)− 1
N

h [1
N· · · 1]. (23)

En una situacíon final y estable (ξ = ∞), la ecuacíon
(22) conduce aq = (I−H)−1 h, que describe el ńucleo
equivalente en la situación final. El proceso inverso, esto
es, trazar el ńucleo H(ω) a partir de una situación final
deseadaQ(ω) no tiene una formulación expĺıcita sencilla. Por
lo general,Q(ω) depende de los parámetros de rigidez, y de la
masa totalη (20). Esto significa que para un valor constante de
η, la solucíon alcanzada es la misma independientemente de
la relacíon rozamiento-masaγ, no obstante, la velocidad de la
snakehacia la situacíon final depende del valor del parámetro
dinámicoγ [13].

A. Ańalisis de la convergencia

La substraccíon del valor final en la recursión (22), esto es,
rξ = qξ − q∞, da lugar a la ecuación en diferencias lineal
que describe la evolución residual del contorno activo

rξ = bHrξ−1 + cHrξ−2. (24)

La matrizH puede expresarse comoH = LDL−1, siendo
D una matriz diagonal conteniendo los autovaloresλ1, ..., λN ,
y L una matriz cuyas columnas son los correspondientes
autovectores ortogonales y unitariosvi. Entonces, (24) se
convierte en

cξ = bDcξ−1 + cDcξ−2, (25)

dondecξ = L−1rξ. La ecuacíon en diferencias desacoplada
(25) puede analizarse en el dominio del planoZ. Entonces,
al resolver las ecuaciones cuadráticas desacopladas obtenemos
los polos de los modos de vibración

z1,2
i =

bλi

2
± 1

2

√
b2λ2

i + 4cλi, (26)

Seǵun el signo del discriminante,∆i = b2λ2
i + 4cλi, el

modo ortogonal resultante puede ser subamortiguado (∆ < 0),
cŕıticamente amortiguado (∆ = 0) o sobreamortiguado (∆ >
0).

La velocidad ḿas ŕapida del modo ḿas lento se alcanza
cuando los polos asociados al mayor autovalor cumplen la
condicíon de amortiguamiento crı́tico y entonces

γ0 = 2λ−1
max

(
1− λmax +

√
1− λmax

)
. (27)

La figura 1 describe el comportamiento de los autovalores
y los polos asociados. Note que cuando el autovalor es
mayor que el umbral, los correspondientes polos complejos
evolucionan a dos polos reales. Los parámetros de simulación
sonN = 4, α = 0 y β = 1 y diferencias finitas.
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Fig. 1. Variacíon de |z1
i |,|z2

i | y |λi| con γ. El módulo de los polos de
los modos de vibración se representa con lı́nea continua, los autovalores de
la matriz H est́an trazados con lı́neas de puntos, y, en lı́nea discontinua el
umbral th = (1 + γ)/(1 + 1

2
γ)2.



B. Ańalisis de la complejidad y parámetrosóptimos

Cuando los autovalores están cercanos a la unidad, es difı́cil
apreciar diferencias entre las velocidades de sus sistemas. Otra
forma de expresar la velocidad de convergencia es por medio
de la complejidad del sistema, definida como

Ne = (1− λmax)−1 (28)

dondeλmax es el mayor autovalor de la matrizH (23). La
figura 2 contiene, en lı́nea continua, la relación entre la masa
η y la complejidad del sistemaNe para diferentes valores de
la mayor distancia entre nodos atraı́dos N . Cada curva está
confinada entre dos lı́neas asint́oticas (en ĺınea de puntos)

Ne = N (29)

log10(Ne) = log10(η) + σ (κ1 log10(N) + κ2) (30)

dondeκ1 = 1.97, κ2 = −0.95 y σ es el orden de la derivada
(σ = 2 es equivalente aα=0, β=1 en la formulacíon original).
La interseccíon entre ambas rectas viene descrito por

log10(η0) = (1− σκ1) log10(N)− σκ2 (31)

Entonces, dado un conjunto de nodos atraı́dos no uni-
formemente distribuidos, el algoritmo empezarı́a detectando
la mayor distancia entre estos nodos, entonces el valor de la
masaóptima se calcula según (31), y a partir de ahı́ se obtiene
Ne y los paŕametros del sistema de segundo orden:λ, γ, b y
c. Este algoritmóoptimo est́a definido en la Tabla I.

η = N(1−σk1)10(−σk2)

Ne = max
{
N, ηN(σk1)10(σk2))

}
λ = 1− 1/Ne

γ = 2λ−1((1− λ) +
√

1− λ)
b = 1 + (1 + γ)−1

c = − (1 + γ)−1

K = α Kα + β Kβ

H = η (η + K)−1

repeat
u = DFT−1{H (b Uξ + c Uξ−1)}+ η−1gξ
Uξ−1 = Uξ

Uξ = DFT{u}
until ||U− Uξ|| < tol

TABLA I

DISEÑO ÓPTIMO DE PARÁMETROS DINÁMICOS

IV. CONCLUSIONES

La forma final del contorno en la segmentación depende de
la suma de la masa y la rigidez,η, y es independiente de la
relacíon entre ellas,γ. El valor de masaη usado para conseguir
un cierto grado de interpolación es téoricamente infinito, o al
menos muy alto. Desde un punto de vista práctico, dadoη y
N , uno estaŕıa interesado en ajustarγ de forma que lasnake
alcance su ḿaxima velocidad de convergencia.

Seǵun los resultados anteriores, lasnakeinterpoladora ḿas
rápida se basarı́a en un valor pequeño de masaη que se cor-
responde con un valor bajo de complejidadNe = N . La masa
del punto de inflexíon (31), ηo, consigue una interpolación
final aceptable, pero si se requiere una segmentación más fina,

se ha de incrementar el valor de la masa. Un aumento en un
orden de magnitud enη implica el mismo incremento enNe

y esto puede dar lugar a una prohibitiva y lenta velocidad de
convergencia.

10
−4

10
−2

10
0

10
2

10
4

10
0

10
1

10
2

10
3

N=2 
N=3

N=15 N=10

N=20

N
e

η

σ=2

Fig. 2. Ańalisis nuḿerico de la complejidad del sistema.
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