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RESUMEN






La entropia es la nocién conductora de esta memoria, tanto en el con-
texto de los sistemas dinamicos discretos como en su aplicacion al andlisis de

series temporales.

El Capitulo 1 lo hemos dedicado a una pequena introducciéon donde
hablamos del origen de la palabra entropia, de la relacién de la misma con
la Fisica, La Economia, La Ecologia, etc. Definimos no formalmente lo que

se entiende por un sistema dinamico y damos algiin ejemplo.

Nuestro Capitulo 2 retine una serie de conceptos y propiedades que seran

de gran utilidad al lector, para la mejor compresién de esta memoria.

Sera en nuestro Capitulo 3 donde introduciremos nuestra nueva defini-
cién de entropia topolégica ent(f) y comprobaremos como de buena puede
llegar a ser, cuando tratamos con funciones definidas en conjuntos no com-
pactos, que modelan algunos fenémenos de las ciencias experimentales y en

particular de la economia.

A ent(f) la denominaremos entropia Cdnovas-Rodriguez de la funcién
f, que se inspira en cierto sentido, en la definicién establecida por Gurevic¢
para el caso de los homeomorfismos shift. Una vez establecida dicha defini-
cion, comprobaremos que cumple la mayoria de las propiedades clésicas de la
entropia topoldgica introducidas para compactos, con anterioridad por otros
autores. También es cierto que esta definicion si verifica la filosofia de que si
una funcién presenta entropia Cdnovas-Rodriguez positiva la funcion tiene

una dindmica compleja.

Es el Capitulo 4 el que dedicaremos a poner de manifiesto el uso de la
entropia como medida de la dependencia entre series temporales. Mas concre-
tamente utilizaremos el concepto de entropia de permutacién para construir
un test consistente de independencia entre series temporales que se distribuye

asintéticamente como una Chi-cuadrado.



En el Capitulo 5 estableceremos algunas relaciones entre la entropia
topoldgica y la de permutacién para funciones definidas en la recta real.
También demostraremos algunas propiedades que satisface la entropia de
permutacién.

Después pasaremos a comprobar como hay ocasiones en que ambas de-
finiciones coinciden como por ejemplo, para funciones mondtonas con un
numero finito trozos en el intervalo. También veremos como para una fun-
cién f definida en la recta real tal que f no tiene un ntimero finito de trozos,
entonces ent(f) es distinta de su entropia de permutacién, tal como ocurrie

para las funciones definidas en el intervalo.



ABSTRACT



10



Entropy is the driving concept of this thesis, both in the context of

discrete dynamical systems and in its application to time series analysis.

Chapter 1 is devoted to a brief introduction where we discuss the origin
of the word entropy. Its relationship with physics, economy, ecology, etc.
Then we not formally introduce what is meant by a dynamical system and

we give some examples.

Our Chapter 2 brings together a number of concepts and properties that

will be useful to the reader, to better understand the following chapters.

In Chapter 3 we introduce our new definition ent(f) of entropy for
functions defined in non-compact sets, which is very common when modeling

some phenomena of the experimental sciences and especially economics.

This new concept of entropy is what we cal Canovas-Rodriguez entropy
which is inspired in a sense, in the definition given by Gurevic¢ for the case
of homeomorphism shift. It is also checked that this definiton of entropy
meets most of the classical properties of topological entropy. This definition
verifies that if a function presents positive Canovas-Rodriguez entropy then

the function has complex dynamic.

Chapter 4 is devoted to highlighting the use of entropy as a measure
of dependence among time series. Moreover we use the concept of permuta-
tion entropy to construct a consist test for independence that asymptotically

distributes as a Chi-Square distribution.

Chapter 5 establishes some relations between topological entropy and
permutation entropy for functions defined in the real line. We also show some
properties that are satisfied by permutation entropy. Then we will check when
both definitions coincide, for example for piecewise monotonous functions in
the interval with a finite number of pieces. We will also see that if f is

a function defined in the real line with an infinite number of pieces, then
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ent(f) is not equal to permutation entropy of f.
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Capitulo 1

Introduccion

Originalmente, “entropia” surgié como palabra acunada del griego, de
em (en - en, sobre, cerca de...) y sqopg (tropée - mudanza, giro, alternativa,
cambio, evolucién...). El término fue usado primeramente en 1850 por el fisico
aleman Rudolf Julius Emmanuel Clausius 1822-1888 que intent6 definir una
magnitud que midiera el desorden presente en el estado fisico de un sistema,
e introdujo el concepto de entropia en el marco de la Termodinamica. Enun-
ciando el segundo principio de la Termodinamica en términos de entropia

COImao:

En todo proceso fisico, la entropia permanece constante o au-

menta, y si aumenta, el proceso es irreversible.

El término Entropia (tendencia natural de la pérdida del orden) puede

referirse:

1. En fisica y quimica a:

Entropia termodinamica, una magnitud que mide la parte de la
energia que no puede utilizarse para producir un trabajo; es el grado de

desorden que poseen las moléculas que integran un cuerpo, o también el
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grado de irreversibilidad alcanzada después de un proceso que implique

transformacién de energia.

Entropia de Kolmogorov objeto o dimensién estudiado en la fisica

y matematicas a partir de las homotecias.

2. En teoria de la informacion a:

El grado de incertidumbre que existe sobre un conjunto de datos.

3. En matematicas a:

Entropia topolégica, la correspondiente a la cantidad real asociada

a todo sistema topolégicamente dinamico.

Entropia métrica, la correspondiente a la cantidad real asociada a

todo sistema dindmico medible.

4. En ecologia a:

Es una medida asociada a la biodiversidad.

Vamos a imaginar que tenemos una caja con tres divisiones; dentro de la
caja y en cada divisién se encuentran tres tipos diferentes de canicas: azules,
amarillas y rojas, respectivamente. Las divisiones son movibles asi que me
decido a quitar la primera de ellas, la que separa a las canicas azules de las
amarillas. Lo que estamos haciendo dentro del punto de vista de la entropia
es quitar un grado o indice de restriccion al sistema; antes de que quitaramos
la primera division, las canicas se encontraban separadas y ordenadas en
colores: en la primera divisién las azules, en la segunda las amarillas y en la
tercera las rojas, estaban restringidas a un cierto orden. Al quitar la segunda
division, estamos quitando también otro grado de restriccion. Las canicas
se han mezclado unas con otras de tal manera que ahora no las podemos

tener ordenadas pues las barreras que les restringfan han sido quitadas. La
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entropia de este sistema ha aumentado al ir quitando las restricciones, pues
inicialmente, habia un orden establecido y al final del proceso (el proceso es
en este caso el quitar las divisiones de la caja) no existe orden alguno dentro
de la caja. La entropia es en este caso una medida del orden (o desorden) de

un sistema o de la falta de grados de restriccion.

Teniendo en cuenta nuestra caja ya sin las separaciones, tenemos a las
canicas revueltas unas con otras, es decir, sin un orden. Si el proceso que
efectuamos de quitar las divisiones fuera reversible, las canicas tendrian que
ordenarse espontaneamente en azules, amarillas y rojas, segtin el orden de las
divisiones. Esto no ocurrira. El proceso que efectuamos con nuestra caja de
canicas fue un proceso irreversible, en donde una vez terminado, el orden que
habia en las condiciones iniciales del sistema ya nunca volvera a establecerse.
El estudio de este tipo de procesos es importante porque en la naturaleza
todos los procesos son irreversibles.

. Para qué sirve la entropia?

La entropia, como medida del grado de restriccién o como medida del
desorden de un sistema, o bien en ingenieria, como concepto auxiliar en los
problemas del rendimiento energético de las maquinas, es una de las variables
termodinamicas mas importantes. Su relacién con la teoria del caos le abre

un nuevo campo de estudio e investigacion.

Para referirse a esta tendencia natural al desorden, el Fisico Aleman
Rudolf Julius Emmanuel Clausius, fue el primero en utilizar el término En-
tropia como ya hemos advertido al inicio de este Capitulo, ;pero entonces

por qué pensar, en la entropia, cuando se piensa en la economia?.

Entre las muchas definiciones que pueden encontrarse de economia, al-
gunas la establecen como una ciencia social, y otras mas exactamente como

la manera en que la sociedad administra sus recursos escasos. La economia se
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refiere a la sociedad y ésta a su vez puede ser considerada como un sistema
complejo, por la forma como cada uno de sus individuos se interrelacionan,

porque la accion de cada uno de ellos incide sobre las decisiones de los demas.

Esta consideracion de la sociedad como un sistema complejo, es lo que
nos permite trasladar al analisis de la economia las herramientas desarrolla-

das en la fisica.

En economia resulta muy importante el concepto de equidad, al igual
que el concepto de eficiencia. Estos conceptos sobresalen constantemente en
cualquier situacion, bien sea en el desarrollo o explicacion de una teoria o bien

en las discusiones relacionadas con la definicién de la politica econémica.

La eficiencia hace referencia a la maximizacion de la produccién con los
recursos escasos de que dispone la sociedad, y la equidad sugiere la distri-
bucién equitativa de los beneficios obtenidos con dichos recursos, entre los

miembros de la sociedad.

Si se tratara de ordenar la sociedad como se hace con una baraja de
cartas, teniendo como elementos de orden la eficiencia y la equidad, nos
encontrariamos con que al igual que en la baraja, existe un infinito de posibi-
lidades en que puede organizarse una sociedad, pero a aquella que conjuga la
eficiencia y la equidad le corresponde una bajisima probabilidad. De hecho,
en los textos de economia se menciona el hecho de que la sociedad se enfrenta

a una disyuntiva entre estos dos principios.

De esta manera, al considerar la sociedad como un sistema complejo y
teniendo en cuenta que los principios de eficiencia y equidad, serfan los re-
ferentes basicos de lo que podria considerarse el orden de la sociedad desde
el punto de vista econémico, es posible concluir que en la sociedad existe un
alto nivel de entropia. Conclusién que resulta obvia si consideramos el prin-

cipio o ley que determina: “Un sistema formado de un niimero muy grande
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de componentes tiende a evolucionar espontaneamente hacia las situaciones
de maxima entropia”. Si la sociedad como un sistema complejo que es, tien-
de hacia la maxima entropia, se requiere de una fuerza ordenadora que le
permita dejar de ser un sistema aislado, de tal forma que en su interior se
produzcan intercambios positivos para propia la sociedad. Su equivalente en
la fisica seria el intercambio de energia que se genera entre los sistemas no

aislados.

En términos econémicos, mantener la sociedad como un “sistema aisla-
do” equivaldria a una economia en la que su funcionamiento esta determinado
por las fuerzas de los mercados, es decir, un sistema al que no se le adiciona
un componente ordenador, por considerar que aquellos, los mercados, son la

opcién que garantiza la mayor eficiencia para asignar los recursos.

En los sistemas econdémicos también resulta pues indispensable utilizar el
principio de entropia, puede ayudarnos a entender mejor el paper ordenador
que constitucionalmente le corresponde al estado y que permite o garantiza

la mayor eficiencia en la asignacion de recursos.

Un sistema dinamico es un modo de describir el recorrido a lo
largo del tiempo de todos los puntos de un espacio dado E. El espacio E puede
imaginarse como el espacio de estados de cierto sistema fisico, econémico,
etc. Matematicamente, E puede ser un espacio topolégico o un subconjunto
abierto de un espacio topologico. En nuestro caso y a lo largo de esta memoria
consideraremos como espacio topolégico a R, es decir, la recta real y mas

concretamente siempre que podamos nos restringiremos al intervalo I = [0, 1].

Cuando un sistema dindmico, donde la evoluciéon sigue un estado inicial
tipico, es muy sensible a perturbaciones de este estado inicial, en general,

tales perturbaciones crecen exponencialmente.

Para finalizar esta introducciéon explicaremos como se ha estructurado
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la memoria que aqui presentamos.

Hemos introducido un Capitulo 2 al cual hemos titulado preliminares,
y lo hemos dedicado a recoger conceptos bésicos, que seran necesarios y que
se han utilizado durante el desarrollo de la presente memoria, la mayoria de
los cuales nos son familiares y nos permiten entender mejor el contenido de

la misma.

En el Capitulo 3 hemos introducido una nueva definiciéon de entropia
topoldgica para funciones continuas tales que, al menos las funciones conti-
nuas reales con esta nueva definicion mantengan la filosofia general, es decir,
entropia topoldgica positiva implica que la funcién tiene un comportamien-
to dinamico complicado. Ademéds, hemos perseguido que nuestra definicion
mantenga algunas propiedades que se cumplen en la definicion clasica de

entropia topoldgica introducida para conjuntos compactos.

Estudiaremos por tanto sus propiedades fundamentales y probaremos al-
gunos resultados para esta nueva definicion, que son equivalentes a resultados
analogos para la entropia topoldgica de funciones continuas sobre intervalos
compactos. Todos estos resultados se han recogido en una publicacién, ver en
Céanovas J., Rodriguez J. (2005) que ha sido referenciada por Dai, Xiongping
y Jiang, Yunping; (2008), K. Brucks y H. Bruin, (2004) y Liu, L., Wang, Y.,
Wei, G. (2009).

Es en el Capitulo 4 donde nos enfrentamos con un problema crucial
en economia, la identificaciéon de una posible relacién dindmica entre dos
series temporales. El hecho de que algunos fenémenos econémicos puedan
ser descritos por series temporales, indica que es 1til y relevante un test
que determine la existencia de una relaciéon, de dependencia entre series,
para luego investigar la naturaleza dinamica de la misma. Aclarando ese

tipo de dependencia (y, si es posible, su causa) tendremos una informacién
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importante que nos permita luego llevar a cabo las predicciones.

Han sido escasos los intentos en la literatura para contrastar la depen-
dencia entre series temporales. Fue Haug (1976) quien propuso un test de
independencia entre dos series temporales basado en la funcién residual de
correlacién cruzada. Pierce (1977) encontrd que, cuando Haug utiliza su test,
la hipétesis de independencia puede llegar a ser rechazada para el caso de
algunas series de medidas de la actividad econémica que tienen una relacién
que parece estar bien establecida. En relacién con esto, Geweke (1981) en-
contrd que el test de Haugh a menudo presenta una baja potencia en series

reales, lo que podria explicar los resultados de Pierce (1977).

El procedimiento de Haug (1976) ha sido extendido y mejorado por
diferentes autores. Koch, et al. (1986) lo extendi6é con una modificacién que
permite introducir un patrén mas potente para los coeficientes de correlacion
cruzada. En un influyente articulo, Hong (1989) propuso un criterio, basado
en técnicas de estimacion por nicleo. Existen otras extensiones del contraste
de Haug disponibles, (véase, por ejemplo, Pham et al. 2003 y las referencias

alli escritas).

En todos estos articulos es necesario asumir que los procesos generadores
de datos de las series { X;} e {Y;} son lineales, basicamente autoregresivos. En
general, estos procedimientos siguen la estructura principal de Haug (1976).

El contenido de este Capitulo ha sido recogido en Matilla-Garcia, et al (2009).

En el Capitulo 5 lo que hacemos es comprobar algunas relaciones entre
las entropias introducidas en los Capitulos 2 y 3 y la entropia de permutacion

utilizada en el Capitulo 4.

Queremos remarcar que existe margen para trabajos futuros. En todos
los capitulos se presenta una coleccion de problemas abiertos que pensamos

son de interés y que trazan posibles lineas futuras de evolucién para los
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conceptos desarrollados en esta memoria.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo presentamos algunos conceptos y resultados generales
de la teoria de sistemas dinamicos y series temporales. La naturaleza de los
problemas estudiados en esta memoria nos obliga a incluir una serie de nocio-
nes y resultados. Antes de sumergirnos, es conveniente que nos familiaricemos
con algunas definiciones y propiedades de los elementos con los que vamos

ha trabajar.

Asi que este capitulo es s6lo una lista de nociones para consultar, elabo-
rada de forma totalmente subjetiva, pensando que dichos conceptos hallan
podido ser olvidados. De antemano pedimos disculpas a aquellos lectores que

no se encuentren afectados por nuestro criterio.

Es importante advertir al lector que de la lista de nociones que introdu-
cimos en este capitulo, estan enfocadas hacia el uso que tiene en los resultados
y técnicas empleadas en nuestro trabajo; asi que algunos conceptos pueden
que no aparezcan expresados en su forma mas clasica 6 conocida, por ejem-
plo, la definicién de entropia topoldgica de Ader, Konheim y McAndrew (ver

R. L. Adler, et al. 1965).
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2.1. Sistemas dinamicos

L Qué entendemos por sistemas dinamicos?. En el presente contexto:
seran modelos matematicos donde la ecuacién que define la dindmica del
sistema dependera del tiempo. Estos sistemas se sustentan en dos pilares
bésicos. El primero es el espacio donde se desarrolla el sistema: conjunto cuyos
elementos son los estados posibles del sistema. El segundo pilar serd una ley
de evolucién, que describe cémo cambian los estados del sistema como funcién
del tiempo, una vez que el estado inicial es dado. Generalmente asumiremos
que cada vez que el estado de un sistema es conocido para el tiempo t, la
ley de evolucion determina completamente los estados en cualquier tiempo.
Esto define un sistema deterministico, opuesto al sistema estocastico donde
la evolucion esta dada en términos de probabilidad. También supondremos

que no podemos influenciar la dinamica, a excepcién del estado inicial.

Cuando el comportamiento puede ser sélo predicho en periodos cortos;
después de los cuales la incertidumbre del estado inicial, posiblemente com-
binada con los errores de precision en los cédlculos, hace imposible futuras
predicciones, los sistemas se denominaran sistemas dinamicos cadticos y ha-
blaremos entonces de dinamica cadtica o simplemente caos.

El siguiente paso serd la exposicién de una serie de conceptos que nos
serdan de gran utilidad en el momento de realizar el estudio o andlisis de un
sistema dindmicos cualquiera.

Recordemos pues algunos conceptos como el de espacio topolégico Ts o
de Hausdorff. Asi pues dado un espacio topolégico (X, 7) diremos que este es
de Hausdorff si para cada par de puntos z; # x5 de X, existen entornos Uy

y Us de 1, x5, respectivamente, que son disjuntos (ver Munkres J.R., 2002).
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Andlogamente recordaremos que un espacio topoldgico (X, 7) se dice
que es Ty si los conjuntos con un nimero finito de puntos son cerrados (ver
Munkres J.R., 2002).

Y por ultimo diremos que un espacio topolégico (X, 7) se dice que es
normal si se verifica que: Dados F; y Fy subconjuntos cerrados y disjuntos
de X, existen conjuntos abiertos y disjuntos G; y G5 tales que Fy C Gy y
F, C Gy (ver Seymour L., 1970).

Nos disponemos ahora a definir con un poco mas de precisién lo que se

entiende por un sistema dinamico.

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico (normalmente Ty o Haus-
dorff) y G =R o Z (o cualquier otro semigrupo aditivo G C R). Un siste-
ma dindmico es una terna (X, G, ®), con & : X x G — X una aplicacion

continua tal que:

O(2,0) =z, Ve e X
O(D(x,s),t) =D(x,s+1t), Vee X,Vs,teCG
Si notamos ®(x,t) por &4(x),t € G,x € X y consideramos &, : X — X,

en términos de estas aplicaciones continuas las propiedades anteriores se

reformulan como sigue:

®y = Identidad
q)toq)s:q)s—l-tu VCCGX,\V/S,tEG

X es el espacio de fases o de estados, G es el conjunto de tiempos,
y ® nos indica la evolucion del espacio de fases X a lo largo del tiempo, ya
que P(z,t) significa el estado del sistema en el instante t, partiendo de x
en el instante inicial t = 0. Si G = Z o G = NU{0}, el sistema se dice

discreto.
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Asi pues, dada una funciéon continua f en un espacio topoldgico X, al

par (X, f) le llamaremos sistema dindmico discreto, con G = NU {0}, y
®(n,z) = f"(x),
donde f" representa la iterada n-ésima de f, de manera que
fr=foft fli=fyf

es la identidad en X.
La forma mas habitual de representar dichos sistemas dindmicos seria

mediante una ecuacion en diferencias de la forma:
Tpi1 = f(z), n=0,1,2,... (2.1)

Sea un sistema dindmico (X, f), llamaremos trayectoria u drbita de un punto

x € X al conjunto
{w (@), f2), y={J (@)} (2.2)

este conjunto asi definido lo representaremos por Orb(z) 6 por Orbs(z).
Estudiar la evolucion de un sistema dindmico discreto consiste, basicamente,
en analizar la evolucién asintética de las 6rbitas Orbs(x) = { f™(z) }n>0, para

z e X.

Definicién 2.1.2. Sea X un espacio métrico y sea f: X — X una funcion

continua. Llamaremos punto figo de f a todo punto x € X que verifique

f(z) == (2.3)

Al congunto de todos los puntos fijos de f lo representaremos por Fix(f) (ver

Holmgren, Richard 1996).
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Definicién 2.1.3. Sea X un espacio métrico y sea f : X — X una funcion

continua, entonces x es un punto periodico de f si
f*"(x) =z para algin n > 1. (2.4)

Sin =1 tendremos que x es un punto de los que hemos definido como puntos

fijos (ver Holmgren, Richard 1996).

Definicién 2.1.4. Sea X un espacio métrico y sea f : X — X una trans-
formacion continua. Un subconjunto K C X diremos que es invariante (por
f) si f(K) C K y diremos que es estrictamente invariante si f(K) = K (ver
Holmgren, Richard 1996).

Definicién 2.1.5. Sea X un espacio métrico y sea f : X — X una transfor-
macion continua, x € X. Llamaremos conjunto w — limite de x al conjunto
de todos los puntos limite de {f"(x) | n > 0} y lo representaremos por w(zx).

Esto es

w(z) ={y € X | existe una sucesion n; tal que lim f"(z) =y}. (2.5)

71— 00

Los puntos x € w(x) se denominardn puntos recurrentes (ver Alseda, et al.

2000.)

Definicién 2.1.6. Sea X un espacio métrico y sea f : X — X continua. Da-
do un punto x € X le denominaremos wandering (errante) de f si existe
un entorno abierto U de x tal que los conjuntos f~™(U), n > 0 son disjuntos
(UnN f~(U) = 0). El conjunto non-wandering de f, que representaremos
por QU f), estard formado por todos los puntos que no son wandering de f,

esto es:

Q(f) ={zx € X | para cualquier Udex 3In>1 con UN fH(U) #0}.
(2.6)
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Resumiendo, diremos que un punto es non-wandering, si cualquier entorno

abierto de x contiene al menos dos puntos de alguna drbita de x (ver Alseda,

et al. 2000.)

Dentro de las funciones con dindmica compleja podemos encontrar las

llamadas topoldgicamente transitivas.

Definicién 2.1.7. Sea X un espacio métrico y sea f : X — X una aplicacion
continua. Diremos que f es topologicamente transitiva si para cualquier
par de subconjuntos abiertos no vacios U,V C X, existe un entero positivo k

tal que fX(U)NV # O (ver Block, et al. 1992).

Intuitivamente, una funcién topolégicamente transitiva tiene puntos los
cuales, eventualmente, bajo las iteraciones se mueven desde un entorno arbi-

trariamente pequeno hacia cualquier otro.

Definicién 2.1.8. Decimos que un subconjunto M de X es minimal para
una funcion f, si este es no vacio, cerrado e invariante y si no existe otro

subconjunto de M teniendo las mismas propiedades (ver Block, et al. 1992).

Lema 1. §i f : X — X es una aplicacion continua, entonces las siguientes

propiedades son equivalentes:

(i) f es topoldgicamente transitiva.

(11) Para cualquier conjunto abierto no vacio W en X, |J f™(W) es denso

n=1
en X.

(11i) Para cualquier par de conjuntos abiertos no vacios U y'V en X, existe

un entero positivo k tal que f~*(U) NV # 0.

o
(iv) Para cualquier conjunto abierto no vacio W en X, |J f~"(W) es denso

n=1
en X.
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(v) Cualquier subconjunto cerrado invariante adecuado de X tiene interior

vacio

(ver Block, et al. 1992).

2.2. Definiciones de entropia topoldgica

Antes de introducir las distintas definiciones de entropia topoldgica, va-
mos a describir unas serie de pasos que nos conduciran a la introduccién
de la definicién de entropia, sobre un espacio métrico cualquiera, para des-
pués de forma cronolégica continuar introduciendo las distintas definiciones
de entropia topoldgica que van surgiendo, hasta llegar a la introducida por
Céanovas-Rodriguez que es la que origina el siguiente capitulo de esta memo-
ria.

A lo largo de esta seccion nos referiremos con asiduidad al concepto fun-
cién o transformacién que conserva la medida, por lo que creemos razonable
definir dicho concepto.

Sea (X,B, P) un espacio probabilistico, donde X un espacio métrico,
por B representaremos la o-algebra de los subconjuntos de Borel de X y por

P una medida de probabilidad en ‘B.

Definicién 2.2.1. Supongamos que (X1,B1, P1), (Xs, Bo, Ps) son dos espa-

cios probabilisticos. Diremos entonces que:

1. Una aplicacion [ : X1 — X, es medible si f~1(By) C B, (i.e. By €
By = f1(By) € By).

2. Una aplicacion f : X1 — Xo diremos que conserva la medida st [ es

medible y Py(f~1(By)) = Po(B3) para todo By € Bs.
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(ver P. Walters, 1982)

Estamos ya pues en condiciones de introducir el concepto de funcion

ergbdica.

Definicién 2.2.2. Sea (X,B, P) un espacio probabilistico, y sea f : X — X,
una aplicacion que conserva la medida. Diremos que f es ergodica si el unico
elemento B de B wverificando f~'(B) = B satisface P(B) =0 o P(B) = 1
(ver P. Walters, 1982).

Hay varias formas de presentar las condiciones de ergoicidad aqui hemos

expuesto una de ellas.

Teorema 2.2.3. Si f : X — X es una aplicacion que conserva la medida
del espacio de probabilidad (X,B, P), entonces los siguientes resultados son

equivalentes:

1. f es ergodica.

2. Para cualquier A € B con P(A) > 0 tenemos que P(|J f~"A) = 1.
=1

n

3. Para cualquier A, B € B con P(A) >0, P(B) > 0 existe unn > 0 con
P(f"ANB)>0.

El primer gran resultado en la teoria de ergoicidad fue debido a Birkhoff

y lo expuso en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4. Teorema de ergoicidad de Birkoff

Supongamos que [ : (X,B,P) — (X,B, P) es una aplicacion, de im-
portancia relevante a la ahora de introducir el concepto de entropia, que
conserva la medida de (X,B, P) y sea g una funcion medible Lebesque en el

espacio (X,B, P). Entonces:

=3 g(r@) (2.7



converge hacia una funcion g* medible Lebesgue en (X,B, P). También se
verifica que: g* o f = g* y si m(X) < oo, entonces [ g*dm = [ gdm.

(ver Walters, P., 1982). Donde m : B — R|J{oo} es una aplicacién
tal que m(0) = 0y m(J)Bn) = >, m(B,) siendo {B,} una sucesién de

n=1 n=1

elementos de B disjuntos dos a dos.

El siguiente paso sera introducir el concepto de particién de un espacio

probabilistico (X, B, P).

Definicién 2.2.5. Liamaremos particion de (X,B, P) a una coleccion dis-
junta de elementos de B cuya union es X y que serd representada por la
ETPTESION
E={A,..., A}

(ver P. Walters, 1982).

Sea ¢ particion de (X,B, P) que representa una lista de los posibles
resultados de un experimento, donde la probabilidad de los resultados A;
es P(A;). Asociaremos a este experimento el nimero H(§) que medird la

cantidad de incertidumbre sobre el resultado del experimento representado
por £.
Definicién 2.2.6. Sea & = {Ay, ..., Ax} una particion finita de X. Llama-

remos entropia métrica de & al niumero
Z P(A;)log P(A;) (2.8)
(ver P. Walters, 1982).

De la anterior definiciéon deduciremos los siguientes resultados:

1. Si & = {X,0}, entonces H(§) = 0. Aqui § representa los resultados
de un cierto experimento por lo que no hay incertidumbre sobre el

resultado.
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2. Si&={Ay,..., A} donde P(4;) = ;, entonces

wIH
wIH

3. H(¢) > 0.

4. Si f : X — X es una aplicacién que conserva la medida, entonces
H(f71€) = H(E).

Estamos pues en condiciones de dar el ultimo paso, que nos llevara hasta

la definicién de entropia métrica de una funcién continua.

Definicién 2.2.7. Supongamos que f : X — X es una aplicacion que con-
serva la medida del espacio probabilistico (X,B, P). Si & representa una par-

ticton finita de X, entonces llamaremos

n—1

B(f,€) = tim ~H(\/ F(€)), (2.10)

n—oo M,
1=0

y la denominaremos entropia de la funcién f con respecto a & (ver P.

Walters, 1982).

Obsérvese:

1. Que A(f,&) >0

n—1 n—1
2. Que \ f7%(&) son todos los conjuntos de la forma () f7*(A;:).
=0 1=0
3. Si nosotros suponemos que la aplicacién f representa el paso de un dia
n—1
de tiempo, entonces H('\/ f7*(£)) representard el experimento combi-
i=0

nado de realizar el experimento original, representado por &, en n dias

consecutivos.

4. Que h(f,&) es el promedio de informacién por dia que uno obtiene al

realizar el experimento original diariamente.
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Definicién 2.2.8. 5i f : X — X es una aplicacion que conserva la medida

del espacio probabilistico (X,B, P), entonces a

hp(f) = sgp{h(f, )} (2.11)

donde el supremo esta considerado sobre todas las particiones finitas & de X,
la denominaremos entropia métrica de f y dicha entropia dependerd de

la probabilidad P (ver P. Walters 1982).

Si, como hicimos en la definicién anterior, tomamos f como una apli-
cacién que representa el paso de un dia de tiempo, entonces hp(f) es el
promedio maximo de informacién por dia obtenido mediante la realizacién
del mismo experimento diariamente.

Una vez introducido el concepto y alguna de las propiedades de la en-
tropia de una funcién, pasamos ha definir la entropia topoldgica de una fun-
cion que es en realidad uno de los ejes de esta memoria.

La definicion original fue introducida por Adler, Konheim y McAndrew
(ver R. L. Adler, et al. 1965). Su idea de asignar un nimero a un recubri-
miento por abiertos para medir su tamano fue inspirada por Kolmogorov.

Para espacios métricos una definicion diferente fue introducida por Bowen.

Definicién 2.2.9. Sea X un conjunto compacto, f: X — X una aplicacion
continua y sea U un cubrimiento por abiertos de X. Por N (U) representa-
remos el cardinal mas pequeno de un subrecubrimiento de U (esto es, una
subfamilia de U cuya union es estrictamente igual a X ). Por compacidad
N(U) es siempre finito. SiU y V son recubrimientos por abiertos de X en-

tonces a
U\Vv={UNVv:UelU,vVeVv}
le denominaremos su refinamiento comun. (ver R. L. Adler, et al. 1965.)
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Definicién 2.2.10. Entropia topologica de Alder,Konheim y McAndrew.

Sea U un recubrimiento por abiertos de X

ur=u\/fu\/...\/ru,

donde f~*(U) = {f~*%(U) : U e U}. Utilizando argumentos de subaditividad,
se prueba que

h(f,U) = Tim ~ log N'(U™) (2.12)

n—oo N
existe para cualquier recubrimiento abiertoU (y es igual a injfv{% log N (U™)}).
ne

La entropia topoldgica de (X, f) se define pues como

h(f) = sup h(f,U) (2.13)
para todos los cubrimientos por abiertosU de X (ver R. L. Adler, et al. 1965.)

La siguiente definicién fue introducida por Rufus Bowen (ver R. Bo-
wen, 1973) la novedad que presenta esta definicién es que: la funcién f es
uniformemente continua y el espacio X es métrico pero no necesariamente

compacto

Definicién 2.2.11. Sea (X,d) un espacio métrico, f : X — X wuniforme-
mente continua, sea n € N, ¢ > 0 y sea K un subconjunto compacto de X.
Un subconjunto F de X se denomina (n,e)-span K con respecto a f si para

todo x € K existe y € F con d,(x,y) < € tal que:

KN ®Fw >0 (2.14)

yEF i=0
notaremos por r, (e, K) el minimo cardinal de un conjunto (n,e) — spanning
de K respecto de f (o rp(e, K, f)). Sea

1
h(f; K) = limlim sup — logr, (e, K, f).

e—=0 5 50 N
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Llamaremos entropia topolégica de Bowen de fy la representaremos por h(f)

a la siguiente erpresion:

1
h(f) = sup{limlimsup — logr, (e, K, f) con K C X compacto}  (2.15)
- n

K 0 noco
estando el supremo tomado sobre el conjunto de todos los subconjuntos com-
pactos de X. En ocasiones denotaremos dicha entropia de las forma hy(f)

para de esta manera hacer constar la dependencia de la distancia d.

A continuacién introduciremos una definiciéon equivalente pero ”dual”,
en el sentido de que los conjuntos spanning seran sustituidos por sus duales,

los conjuntos separados.

Definicién 2.2.12. Entropia topoldgica de Bowen. Sea (X,d) un espacio

métrico, f : X — X uniformemente continua y sean K C X un conjunto
compacto, € > 0 yn € N. Un subconjunto EE C K se dice que es un conjunto
(n,e, K, f)— separado si para todo x,y € E, x # y, existe i € {0,1,....n — 1}
tal que d(f*(z), f'(y)) > €. Representaremos por s,(e, K, f) el mdzimo car-
dinal de un congunto (n,e, K, f)-separado de K. Llamaremos entropia to-

polégica de f y la notaremos por h(f) a la siguiente expresion:

1
h(f) := sup {h’m limsup — log s, (¢, K, f) con K C X compacto} . (2.16)
n

K e~V nooco

(ver P. Walters, 1982.)

Nuestro siguiente paso serd mostrar como la entropia métrica introdu-
cida por Alder, Konheim y McAndrew (ver R. L. Adler, et al. 1965) que
representaremos de momento por A*(f) y la entropia introducida por Bowen
(ver P. Walters, 1982) y que representaremos por h(f) coinciden, cuando X
es un espacio métrico compacto.

Empezaremos considerando el espacio métrico (X, d) donde por diam(«)

representaremos el didmetro de un recubrimiento « y lo definiremos como
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diam(a) = supdiam(A) siendo, diam(A) = sup d(z,y), el didmetro del
Aca z,y€A
conjunto A.

Teorema 2.2.13. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Si {a,}3° es una
sucesion de recubrimientos de X con diam(cay,) — 0, entonces si h*(f) < oo
el lim h*(f,a,) existe y ademds es igual a h*(f), y si h*(f) = oo entonces

lim h*(f, ay,) = oc.

El siguiente resultado establece las relaciones basicas entre ambas defini-
ciones de entropia topologica, es decir, la introducida por medio de conjuntos

spanning y la introducida por medio de recubrimientos.

Teorema 2.2.14. Sea f : X — X wuna aplicacion continua del espacio

métrico compacto (X, d).

1. Si a es un recubrimiento por abiertos de X con numero de Lebesque §

entonces .
N\ fe) <1a(6/2,X) < 5,(6/2, X). (2.17)
i=0
2. Sie >0y~ es un recubrimiento por abiertos con diam(vy) < e entonces
n—1
ra(e, X) < sule, X) <N\ f7). (2.18)
i=0

Colorario 1. Sea f : X — X wuna aplicacion continua del espacio métrico
compacto (X,d). Sea e > 0. Sea a. el recubrimientos de X por bolas abiertas
de radio 2¢ y sea v. un recubrimiento de X por bolas abiertas de radio €/2.

Entonces

n—1 n—1

N(\/ Frlon) < rle, X) < su(e, X) < N(\/ ). (2.19)

Consecuencia inmediata de los resultados expuestos con anterioridad

serd el siguiente teorema.
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Teorema 2.2.15. 5i f : X — X una aplicacion continua del espacio métrico
compacto (X, d) entonces h(f) = h*(f), es decir, las dos definiciones de

entropia topoldgica coinciden.

Nuestro siguiente paso, es enunciar las propiedades que se cumplen en
la definicién clasica de entropia topoldgica introducida para conjuntos com-
pactos, y que vamos a resumir en el siguiente resultado (ver P. Walters 1982,
L. Alsedd, et al. 1993, R. L. Adler, et al. 1965, R. Bowen 1971 y R. A. Dana,
et al. 1986).

Teorema 2.2.16. Sean X y Y dos conjuntos compactos (métricos) y sea
f: X —=>Xvyg:Y —Y dos aplicaciones continuas. Entonces las siguientes

propiedades son ciertas:
(a) Sea ¢ : X —Y continua tal que go p = @ o f. Entonces:
(al) Sila funcion ¢ es inyectiva, entonces
h(f) < h(g).
(a2) Si la funcion ¢ es sobreyectiva, entonces

h(f) > h(g).

(a8) Si la funcion ¢ es biyectiva, entonces

(b) Supongamos que X = |J X;, donde X; son compactos e invariantes
i=1
por f. Entonces

h(f) = max {h(f

Xi) 1= 1,2, ,Tl} .
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(¢) Para un entero n > 0 se cumple
h(f") = nh(f).

(d) Sea fxg: X xY — X XY definida por (f x g)(z,y) = (f(z),9(y))
para todo (x,y) € X x Y. Entonces

h(f x g) = h(f) + h(g).

(e) Si f es un homeomorfismo, entonces

(f) Sea ¢ : X — Y wuna aplicacion sobreyectiva continua tal que p o f =

g o @. Entonces

max{h(g), sup{h(f, ¢ (y)) 1y € Y}}
< h(f) (2.20)

< h(g) +sup{h(f.¢ " (y)) :y € Y}

(9) Si f: X =Y yg:Y — X son continuas, entonces
h(fog)=h(go[)

(h) Sean f : X — Y, g:Y — X continuas y sea FF: X XY — X xY
definida por F(xz,y) = (9(y), f(x)) para todo (x,y) € X x Y. Entonces

h(F) = h(fog)=h(go f).

(1) Si Xoo = () f(X) entonces

n>0

h(f) = h(flx.)-
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() h(f) = h(flacy) donde x € Q(f) si para todo entorno U de x existe

n > 0 tal que
M UYNU # 0.

Para el apartado siguiente, supondremos que (X, d) es un espacio métri-

co compacto y f: X — X continua.

2.3. Relacién entre entropia métrica y topologi-

Ca

Sea B(X) la o-algebra de Borel de los subconjuntos de X y represen-
temos por M(X, f) e