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Prélogo

Lailustracion de la portada se corresponde con un gréfico de curvas de nivel de la distribucién en € tiempo
(ee de ordenadas) de latemperatura T(X, t) de un vastago de longitud L=10 (eje de abscisas), con extremos en
contacto con termostatos a temperatura cero (condiciones de contorno) y con temperatura inicia
T(x, 0) = —=x(x—10). Tanto la representacion grafica como la solucion numérica de la correspondiente
ecuacion en derivadas parciaes que gobierna el fendbmeno (ecuacién de difusion del calor) han sido obtenidas
con laversion 4.0 del programa Mathematica y constituyen parte de una de las 13 préacticas contenidas en este
libro, las cuales son:

e Introduccion al Mathematica

e Algebra lineal con Mathematica

e Gréaficos con Mathematica

e Célculo diferencial e integral con Mathematica

e Manipulacidon de datos experimentales: ajustes e interpolacién

e Sucesiones y series con Mathematica

e Geometria de curvas y superficies

e Operadores vectoriales en coordenadas curvilineas

e Ecuaciones diferenciales ordinarias

e Oscilaciones amortiguadas y forzadas

e Sistemas de EDOs. Oscilaciones acopladas. Estabilidad

e Campos de velocidades, lineas de corriente y superficies equipotenciales
e Integrales curvilineas y de superficie: Teoremas de Stokes y Gauss
e Ecuaciones en Derivadas Parciales. Animaciones

El origen de dichas précticas esta en unos cuadernill os preparados durante el curso 2000/2001 para las asignatu-
ras de Fundamentos Mateméticos de la Ingenieriay Ampliacién de Mateméticas en la titulacion de Ingeniero
Técnico en Obras Publicas de la Universidad Politécnica de Cartagena. Dichos cuadernillos han sido actualiza-
dosy fundidos en este nuevo manual.

Son cada dia mas abundantes los manipuladores algebraicos, como Mathematica y otros, y los manuales que
actualizan la ensefianza y el aprendizaje de la Matemética Aplicada utilizando los recursos computacionales y
gréficos de dichos paquetes informéticos. Con ayuda de €ellos, la complegjidad de los problemas préacticos a
tratar puede trasladarse a planteamiento y a lainterpretacion de los resultados, dejando ala méquinalaarduay
mecéanicatareadel caculo.

La presente obra contiene multitud de problemas practicos con los que el alumno puede explorar y profundizar
en el entendimiento de numerosos conceptos matematicos. Es mas, existen practicas dedicadas exclusivamente
al estudio de problemas fisicos como: "oscilaciones amortiguadas, forzadas, acopladas, etc" en el apartado de
ecuaciones diferenciales ordinarias, "cuerdas vibrantes y difusion del calor" en el apartado de ecuaciones en
derivadas parciales, "fluidos" en el apartado de campos de velocidades, o la"manipulacién de datos experimen-
tales' en el temade gjustes e interpolacion.

El manual pretende cubrir los contenidos matematicos tratados usualmente en primer y segundo curso de
cualquiera de las ingenierias, excepto en lo referente a"Variable Complejay Transformadas de Laplace”, tema
de gran interés en ingenieria el ectrénica pero que no considero aqui.



Me gustaria que este manual resultara de utilidad tanto a alumnos como a profesores en la ensefianza de la
Matemética Aplicada, y agradeceria sobremanera cualquier sugerencia, comentario o critica que ayude a
mejorarlo.

Quisiera finalmente agradecer a Concepcion BermUdez Edo, José Salvador Canovas Pefla y Gabriel Soler
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Preliminares: Introduccion al Mathematica

m Respuestas rapidas acerca de la sintaxis de los comandos

Todos los comandos que utilizaras tendran estaforma:
Comando[ar gumentos]

donde la primera letra de cualquier comando empieza siempre con jiMAYUSCULA! y los argumentos vienen
dados entre jCORCHETES! [] y NO entre PARENTESIS ().

Todos los comandos que utilizarés estan en inglés, lo que dificulta su memorizacion para aquellos que no
dominen este lenguaje. Si tienes dudas a cerca de la sintaxis de un comando y de los argumentos que requiere,
tienes varias opciones para que Mathematica te lo recuerde:

e Si te acuerdas como empieza el comando, teclea las primeras letras del mismo y presiona a la vez
i k|. Mathematica te mostraré una lista de posibles formas de completar el comando.

e Presiona [ci-[s41] {k|, y Mathematica te proporcionara una plantilla con el comando y todos sus argumen-
tos opcionales.

e Usar |as pal etas de entrada que se proporcionan en el submeni File > Palettes.

r: Mathematica 4 - [Untitled-3] [_ (O] <]

lﬁ Edit Cell Format Input Kermel Find ‘Window Help

T b Cie
Open... Cirl+0 ;'
Close Ctrl+F4
Save Cirl+5
Save As. Shift+Ctrl+5
Save As Special 3
Open Special...

Import.

Send To
Sen Ee e EtiEn..

1 Algebraictanipulation

Motebooks 3

ons

3 Basiclnput
4 BasicTypesetting
5 CompleteCharacters

EEneratePElete o Sl ectEn
EErErEte (Mt BaEk et Eal Ete

Printing Settings L3 & InternationalCharacters
Pritt &A= 7 Notehooklauncher
PrirtEElEEhE STt
Exit
-
100% + | '
HAinicio|| & 5 7 & > B 5 ||[#8 Mathematica 1- [ @R 1843

Pincha simplemente en una de las 7 opciones y Mathematica te escribird una plantilla del comando. Por
ejemplo, echaun vistazo alapaleta 'Basic Calculations |

También puedes conseguirbotén ayuda de un comando escribiendo

?Nombredelcomando*
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parainformacion basicao

? ?Nombredelcomando*

para informacion més detallada (el asterisco es para cuando solo sepas las primeras letras). Por gjemplo, €l
comando Plot3D realiza gréficas en tres dimensiones. Si no sabemos, 0 no nos acordamos, de sus argumentos
escribiremos:

In[l:= ?? Plot3D*

Plot3D[f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}] generates a three-
dimensional plot of f as a function of x and y. Plot3D]|
{f, s}, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}] generates a
three-dimensional plot in which the height of the surface
is specified by f, and the shading is specified by s.

Attributes[Plot3D] = {HoldAll, Protected}

Options[Plot3D] =
{AmbientLight - GrayLevel[0], AspectRatio —» Automatic,
Axes -» True, AxesEdge -» Automatic, AxesLabel - None,
AxesStyle » Automatic, Background » Automatic, Boxed - True,
BoxRatios —» {1, 1, 0.4}, BoxStyle » Automatic, ClipFill - Automatic,
ColorFunction —» Automatic, ColorFunctionScaling — True,
ColorOutput —» Automatic, Compiled - True,
DefaultColor -» Automatic, Epilog - {}, FaceGrids - None,
HiddenSurface » True, ImageSize -» Automatic, Lighting - True,
LightSources -» {{{1., 0., 1.}, RGBColor[1, O, 0]}, {{1., 1., 1.},
RGBColor[0, 1, 0]}, {{0., 1., 1.}, RGBColor[0O, O, 1]}},
Mesh -» True, MeshStyle » Automatic, Plot3Matrix - Automatic,
PlotLabel —» None, PlotPoints —» 15, PlotRange —» Automatic,
PlotRegion —» Automatic, Prolog - {}, Shading - True,
SphericalRegion —» False, Ticks -» Automatic, ViewCenter - Automatic,
ViewPoint » {1.3, -2.4, 2.}, ViewVertical » {0., 0., 1.},
DefaultFont » $DefaultFont, DisplayFunction :» $DisplayFunction,
FormatType » $SFormatType, TextStyle > $TextStyle}

Otra posibilidad es por supuesto, utilizar el submenu de ayuda Help > Help Browser, donde vienen recogidos
todos los comandos con ejempl os de su funcionamiento.

m Empezando a calcular

El programa Mathematica no €cutara ningin comando hasta que no se lo indiques pulsando
teclas:

[SHIT]-<, (Mayusculast+Retorno de carro, simultaneamente), o bien la tecla Intro (tec
NUMErico).

Por ejemplo, si escribes5 3 ¢ 5*3y presionas Intro obtendrés:

In2l= 5 3
ouz= 15

Observe que €l resultado va precedido por " Out[n]= ", que indica que es la celda de salida
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(output) numero n. Aqui te damos la forma de escribir las operaciones aritméticas elementales
para que vayas practicando:

Operaciones Aritméticas Elementales

SUMA: x +y

RESTA: x-y

PRODUCTO: x[srac] y = x*y (asterisco o un espacio en blanco)
DIVISION: x/y

POTENCIA xY: x“y=Power|[x,y] (El simbolo ™ no aparece hasta que no se pulsa
tecla)

Para potencias y fracciones también puedes ayudarte de la paleta "BasicCalculations'. Es IMPOR
TANTE querespetes el ORDEN DE PRIORIDAD de |las operaciones:

1) Mathematica evalUa primeramente |as potencias xy
2) Seguidamente la multiplicacion * y ladivision /

3) Por ultimo lasuma+y laresta -

Si dos operadores tienen la misma prioridad se evalla de izquierda a derecha:
8/4/2=1=(8/4)/2+8/(4/2)

Para cambiar el orden de gecucion de las operaciones utilizamos los PARENTESIS ().
recomienda el uso de paréntesis alla donde haya duda.

Ejercicio:

Realizar las siguientes operaciones y comparar |os resultados:
a) 2* 443, d) 2(4+3)

b) (2-3)*7 ,b) 2-3"4+7

c) 6/3-2,c) 6/(3-2)

e) 23"2+ (5-2)*3, €) 23"2+5-2*3

f) &\(b/(c+d)) f') &'b/c+d

Observacion: aungue nosotros introducimos las operaciones como una cadena de caracteres,
giemplo:

na= a” (b/ (e +d))

b
Out[3]= ac+d
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. ., « b
Mathematica nos da su expresion convencional: a =«

Nota: también es necesario utilizar paréntesis cuando se trabagja con nUmeros negativos. -3"2=

-9# (-3)"2

Nos reiteramos, como norma general se recomienda NO ECONOMIZAR EN EL USO DE PARE
NTESIS. Es decir, alla donde tengamos dudas en la prioridad de las operaciones, se recomienda

utilizar PARENTESIS

Funciones Matematicas Elementales:

Log[x] = Inx (logaritmo neperiano)
Loglb, x] = 1og, x (logaritmo en baseb)
Exp[x] = € (exponencial)

Sin[x] = senx
ArcSin[x] = arcsenx
Cogx] = cosx
ArcCog[x] = arccosx
Tan[x] = tanx

ArcTan[x] = arctanx

Sinh[x] = senhx (seno hiperbdlico)
ArcSinh[x] = arcsenhx (arcoseno hiperbdlico)
Cosh[x] = coshx

ArcCosh[x] = arccoshx

Tanh[x] = tanhx

ArcTanh[x] = arcsenhx

Sart[x] = Vx

n != factorid den(sineN)

GCD[x, y] = mé&imocomundivisordex ey
LCM[x, y] = minimocominmdltiplodex ey
Max[x, Y, ..] =Maximodex,y, ...

Min[x, y, ..] =Minimodex,y, ...

Abg[x] = | x| (valor absolutodex)

Notese que todas las funciones empiezan por MAYUSCULA. Mathematica

distingue entre maylsculas yminGsculas. Si escribimos

Inf4:= sin[Pi]

General::spelll : Possible spelling error: new

symbol name "sin" is similar to existing symbol "Sin".

outl4l= sin [r7]

envezde
In[sl= Sin[Pi]

out5l= 0
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entonces Mathematicano nos entendera. Tampoco
nos entenderé si escribimos pi envezdePi. O si escribimos

Infel:= Sin (Pi)

outle]= 7T Sin

en vez de Sin[Pi], ya que, como hemos comentado antes,
el argumento [Pi] va siempre entre CORCHETES.

Constantes matematicas elementales

Pi = 7 ~314159 E = e=~271828
| =i=+-1 Infinity = oo
Degree = 7/180.

Conversion de grados a
radianes: lasfuncionestrigonométricastrabaan enradianes. Si queremos
trabajar con grados esnecesario realizar laconversion. Por g emplo:

In[7:= Sin[30 Degree]

out[7]= L
T2

Valores aproximados

Mathematica no ofrece valores numéricos de, por gemplo, fracciones a no ser que se lo pida
mos. Por jemplo, si escribimos

In[8]:= ‘\/?/4+5/3
A3

4

Out[8]= i +
T3

Mathematica no hace basicamente nada. Para obligarlo a que nos dé un valor numérico apr oxi
mado (con 6 cifras significativas) tendremos que escribir:

In[9]:= ‘\/3/4+5/3 // N
out[9]l= 2.09968

o bien:

npop= N[V3 /4+5/3, 20]
ouff10]= 2.0996793685588859900
s gueremos gue nos de 20 cifras decimales (0 las que uno desee). Es decir:

N[x,n] nos daun valor numérico de x con n cifras decimales.

Muchas veces, Mathematica no nos proporciona el nimero n de cifras decimales que le pedimos.



6 Introduccion al Mathematica.nb

Esto se puede deber bien a que e vaor x es ya exacto o bien a que Mathematica
redondeando.

Ejercicio:

Redlizar las siguientes operaciones y comprobarlas:

a) sen30°+ cosn /3 b)log, 256

0 V8 d)Ino
) U oo f) &2 - 1"
g) 100! h) 21

Obtener aproximaciones a tan(30°) con 6, y 10 cifras significativas

ERRORES FRECUENTES. "NO FUNCIONA..."

Si no te salen las cuentas, comprueba una vez mas.

a) Mayusculas y mindsculas: € programa distingue unos caracteres de otros. Todos los coman
dos del programa empiezan por MAYUSCULA: sin[x]#Sin[x], n[Y/6]£N[1/6], etc.

b) Espacios en blanco : se interpretan como un signo de multiplicar. Mientras que sol es
Unicavariable, s 0 | seinterpretacomo s*o*|

c) Paréntesis y corchetes: los paréntesis agrupan e indican prioridad de operaciones. Los cor
chetes son exclusivos de las funciones para delimitar argumentos.

Por gjemplo, si escribes N(1/6,8) en vez de N[1/6,8], Mathematica no te entendera.
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m Definicidn de variables y funciones

Estos elementos nos van a permitir definir y guardar en nuestros archivos, o durante una sesio
nuevas constantes y funciones que podremos utilizar de la mismaforma que | as propias de Ma
matica.

Para definir variables y funciones podemos darles cualquier nombre siempre que dicho nombre
no empiece por un numero ni por el simbolo $.

Es conveniente que la primera letra del nombre sea MINUSCULA, para evitar incompatibil
idades con otros comandos propios de Mathematica (los cuales, volvemos a recordar, comienzan
siempre con una letra mayuscula).

Definicién de variables

Al definir y trabajar con variables y funciones en Mathematica, hemos de tener en cuenta que:
X ey son dos variables que hemos definido entonces:

a) Xfseace] y, significa x *y. Mientras que. Xy (sin espacio entre ellas) serd una nueva variable
nueva e independiente de las variables x e y.

b) 5x significa 5*x , a igual que X[srace] 5 (X espacio 5) . No obstante, x5 (juntos) sera
NUEVA VARIABLE (x sub 5).

Por gjemplo, podemos asignar numeros a diferentes variables (nombres) escribiendo en
misma linea las asignaciones separadas por punto y coma (;):

n11= bartolo = 2; faustino =3; jesusa=4;

Si a final de la dltima expresion ponemos ;" no obtenemos ninguna salida "Out" en pantalla
pulsar Intro, aunque las asignaciones quedan amacenadas en memoria. En efecto, s ahora
escribimos
niz= jesusaPartele
(bartolo + jesusa) / faustino
out[12)= 16

ouj13l= 2

obtendremos los valores numeéricos de dichas operaciones para las asignaciones anteriores.
gueremos liberar abartolo y afaustino de sus valores numéricos (2y 3), tendremos que escribir

4= Clear [bartolo, faustino]

con lo cual ahora, si definimos una nuevavariable
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bartolo

n1s= antonia = jesusa + faustino

ou[is]= 4P3rtele 4 faustino

y queremos ver el valor que toma antonia para valores particulares de bartolo y faustino, se escribe:

In[16]:= antonia /. {bartolo ->1/2, faustino -> 6}

outj16]= 8

gue se lee: "valor que toma antonia evaluada en bartolo->1/2 y faustino->6". La diferencia entre
escribir bartolo=1/2, y bartolo->1/2 es que la primera (el signo =) asigna el valor 1/2 a la vari
able bartolo, el cual queda grabado en memoria (hasta que liberemos a bartolo de ese valor medi
ante Clear[bartolo]), mientras que la segunda (el signo ->) sustituye bartolo por 1/2 en la evalu
acion de lavariable antonia, pero este valor no queda guardado en memoria.

El asignar valores concretos a ciertas variables resulta especialmente Util cuando tenemos
repetir ciertos clculos donde aparece una constante fisica cuyo valor numérico es dificil
recordar o dificil de escribir. Por jemplo, supongamos que estamos utilizando la ecuacion de
gases perfectos PV = NRT, donde R = 8.31451 Julios/(Kelvin.Mol) es la constante de los gases
perfectos. Para no interferir con otras constantes internas de Mathematica, denotemos con minu
cular aRy definamos:

In[17:= r = 8.31451

ouf17l= 8.31451

Definamos la presion p en términos del volumen v, la temperatura t y el nimero de moles
como:

nag= Clear[p, t, n, v]; p=nrt/v

8.31451nt
v

out[18]=

Y a podemos evaluar p en términos de valores concretosden, t y v, como:

o= p/. {n->3, £t->273, v->1}

oufl9)= 6809.58

Ejercicio

Obtener el valor de p para:
a) (n,t,v)=(2,300,1.5)

b) (n,t,v)=(2,350,5)
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Definicion de funciones

Mathematica tiene muchas funciones incorporadas, pero nosotros podemos querer definir nues
tras propias funciones. Laforma mas habitual de definir unafuncién en Mathematica es:

nombrefuncion[variablel ,variable2 , ... ,variablen_] := expresién

Es decir, le damos un nombre a la funcién y entre CORCHETES ponemos la variable, o vari
ables, junto al simbolo de SUBRAYADO " _ . A continuacion escribimos DOS PUNTOS
seguidos del signo IGUAL "="y la expresion que queramos . Si hay mas de una variable, éstas
Separan por comas.

Ejemplo:

mpoi= £[x , y ] :=Sin[x] Cos[y]

Mathematica no nos ofrece ningun Out, pero guarda en memoria esta funcion, de manera que
escribimos:

mpy= £E[Pi/ 4, Pi/ 3]

outj21]=

1
2+/2

obtendremos lafuncion f evaluada en un punto concreto (x,y)=(Pi/4,Pi/3).

Podemos repetir también e gjercicio anterior sobre la ecuacion de estado de un gas perfecto
definir la presion como unafuncién de n,t, y v.como:

ne2:= Clear[p, n, t, v]; p[n , t , v ] :=nrt/v

Con lo cual ahora sdlo tendremos que escribir
n23= p[3, 273, 1]

ou23= 6809.58

para obtener el mismo resultado que con la asignacion p/.{n->3,t->273,v->1} (mé&s engorrosa
escribir).

La ventgja ahora es que podemos derivar, integrar, etc la funcién p[n,t,v], cosa que no podri
mos hacer si definiéramos p como variable en vez de como funcion.
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Ejercicio
Definir la fuerza entre dos masas F = GM rﬂz como una funcién de las masas m, M y de
distanciar,

donde G- 6.67266x10 1 Meter'Newton o5 |5 constante de gravitacion universal. Calcular

Kilogram®

fuerza para:
a) (mM,r)=(1Kg, 5.9737x102*K(Q, 6.37814 x 10°Metros)
b) (MM,r)=(1Kg, 5.9737 x 102K (g, 2X6 . 37814 x 10°metros)

Losvaoresmg =5.9737x10%*Kg Y re = 6.37814 x 10°Metros se corresponden con la masa
radio delatierra.

Definicién de funciones a trozos

x2+1 sx=<0

_ de la siguiente
1, sx>0

También podemos definir funciones a trozos como: h(x) :{
manera:

In[24]:=
hix ] := If[x<=0, x"2+1, 1]

donde e comando If[condicidn, procesoV,procesoF] funciona realizando procesoV s la condicion es
verdadera, procesoF si la condicion es falsa. Uno puede comprobar que efectivamente la funcion esta definida
atrozos sin mas que evaluar:

In[2s):= h[-2]
h[2]

out[25]= 5

out26]= 1

0 bien mediante una representacién gréficaen el intervalo [-3,1]
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n271= Plot[h[x], {x, -3, 1}]
10}

-3 -2 -1

out27]= = Graphics -
Cuando la funcién consta de maéas de dos

Which[condiciénl,procesol,...,condicionh,procesoh]
concicionj. Por ggemplo, lafuncién

In28l:= Clear[f, x]
flx ] :=

trozos, existe S| comando

gue asigna € procesoj s se cumple la condicion

Which[x=<-3, 1, -3<x<-1,x"2/9, -1<x<1,x"3/3,x21, 1/3]

tiene € siguiente aspecto:

n30}= Plot[£[x], {x, -4, 4}]

outf30}= = Graphics -

Ejercicio

3x3+x2+1, 8 x=<1
Definala funcionh(x) ={ x, s 1<x<3
X%, 8 x=3

y obtengasu gréficaenel intervalo[—-2, 4].
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m Resumen de comandos

O
{m,m}:( o ) vector columna
{o,0}=(oc o) vector fila
o ) T e st coamss pao o
Tableexpresion,{contador inicio,final}] creaunalista
Table[expresidn,{contador inicio,final,paso}] creaunalista
Table[o,{o,0,0}{0,0,0}] crea unalista delistas
0.0 producto de matrices (también sirve de producto escalar)
MatrixPower[A,n] potencia n-ésima de una matriz A.
Dot[o,0] producto escalar de vectores
Crosy o, producto vectorial
Tr[o] traza de una matriz cuadrada
Det[o] determinante de una matriz cuadrada
Inverse[o] inversa de una matriz
Transpose[] traspuesta de una matriz
Eigenvalueq[ ] valores propios de una matriz
Eigenvector g] vectores propios de una matriz
NullSpaceA] proporciona una base del espacio vectorial de soluciones del sistema A.x=0
Linear Solve[A,b] proporciona una solucion particular del sistema A.x=b
RowReduce[A] obtiene una matriz escalonada equivalente a A. Es (til para averiguar €l
rango de A
0==0 igualdad (# asignacion)

Solve[ecuacion==0,variable] resuelve una ecuacién polinbmica en una cierta variable
Solve[{o==0,0==0} ,{0,0}] resuelve un sistema de ecuaciones polindmicas en varias variables

NSolve[o==0,0] proporciona un valor numérico para una ecuacion polinbmica en una
variable
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m Listas, vectores y matrices

Listas y operaciones entre listas

Las listas son conjuntos de elementos ordenados, que son tratados como una entidad.

Estos elementos pueden ser cualquier objeto de Mathematica : nimeros, nombres, expresiones
algebraicas, funciones, otras listas, etc. La estructura de una lista es. lista={elemento
eemento?, ..... , elementon}. Es decir, estos objetos se introducen entre llaves y separados
comas, Como Se muestra en |os siguientes g emplos.

m= listal = {0, Pi/2, Pi, 3Pi/2}; 1lista2 = {1, x, x"2};

Con las listas se pueden realizar operaciones aritméticas y pueden ser el argumento de una fun
cion.
Por gjemplo:

In[2]:= Cos[listal]
Exp[lista2]
ouf2= {1, 0, -1, 0}

out[3]= {e, e, exz}

gue da como resultado unalista obtenida al aplicar lafuncion a cada elemento de lalista.

Ademés existen distintos tipos de manipulaciones especificas de listas. extraer 0 afiadir elemen
tos; reordenar, contar, seleccionar y buscar elementos de una lista, combinar listas, etc. Por gem
plo:

Length[lista]: Dael nimero de elementos de lalista

Take]lista,n]: Daunanuevalista con los n primeros elementos de lalista

Insert[lista,a,n]: Inserta el elemento a en laposicion n delalista

Complement([listal,lista?]: Dalos elementos de lalistal que no estén en lalista2
Join[listal,lista2]: Creaunanuevalistajuntando las dos anteriores una detrés de otra
Union[listal,lista2]: Unelaslistas sin repetir elementos que estén en lasdos alavez

I ntersection[listal,lista2]: Crea una nueva lista con los elementos que estan en las dos alavez

Flatten[lista]: Eliminasublistasy crea una sola lista con todos sus elementos

Por gjemplo:
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n4:= Length[listal]
nuevalistal = Take[listal, 3]
nuevalista2 = Insert[lista2, 0, 1]
llmenosl2 = Complement[listal, nuevalista2]
lista3 = Join[listal, nuevalista2]
112 = Union[listal, nuevalista2]
11i12 = Intersection[listal, nuevalista2]
Flatten[{{a, b}, {c, d}, {{e}}}]

outidl= 4

out[s]= {O, g, JT}

oufel= {0, 1, x, x%}

37T}

out[7}= {g T

3
Oout[8]= {O, g, i, Tﬂ, 0, 1, x, xz}

7T 37 2
out[9]= {0, 1, S S X X }
ouf10l= {0}

ouf11]= {a, b, ¢, d, e}

Construcciondevectoresy matrices

Un vector v sera una lista de nimeros, mientras que una matriz m sera una lista de vectores
(osea, unalistas de listas). Por g emplo:
2= V= {1, 2}
m = {{1, 3}, {6, 9}}
ouf12)= {1, 2}

oufsl= {{1, 3}, {6, 9}}

Para ver las matrices en su forma usual escribiremos;

nar= MatrixForm[m]

Out[14]//MatrixForm=

e 5

Lo que nos dice que m={{1,3},{6,9}} es una lista de vectores dispuestos por FILAS. Para extraer
una fila o un elemento de una matriz se utiliza el nombre de la matriz seguido de un doble cor
chete que encierrael nimero defila, o el nimero de filay columnadel elemento, por ejemplo:
nask= M[[2]]
m[[1, 2]]
out[15]= {6, 9}

ou[16]= 3

nos dalasegundafilade lamatrizmy el elemento de lafilal columna2 delamatrizm
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Para crear vectores y matrices genéricos podemos utilizar el comando Array[w,n], que crea
vector w de n componentes, y

Array[a{p,q}], que creaunamatriz de p filasy g columnas. Por ejemplo:
7= pepa = Arrayla, {3, 2}]

out7= {{a[l, 1], a[1, 2]}, {a[2, 1], a[2, 2]}, {a[3, 1], a[3, 2]}}

Nota: El nombre de lamatriz, pepa, debe ser distinto del argumento de Array, en este caso a.

Por otro lado, la orden de tipo iterativo:

Table[expresion,{contador inicio,fin,paso} ,{contador 2,inicio2,fin2,paso2}]

crea una lista o vector con sus elementos dados por expresion y tantos como valores tome
contador desde el valor inicio hasta € valor fin, con incrementos iguales al paso indicado (s

se especifica el incremento, el programa entiende que es 1). Por g emplo, vamos a crear un vector
vec deR® cuyas componentes vec[[i]]=i" 3 sean |os cubos de |os primeros 6 niimeros enteros:

nper= vec = Table[iN 3, {i, 1, 6}]

oufts= {1, 8, 27, 64, 125, 216}

También podemos crear una matriz mima 3 por 3 cuyas componentes mima[[i,j]]= i% + j2.
ello escribimos:

mpop= Mima= Table[i*2+7 2, {i, 1, 3}, {j, 1, 3}]; MatrixForm[mima]

Out[19)//MatrixForm=

2 5 10
5 8 13
10 13 18

Existen sentencias que permiten construir de forma répida algunos tipos especiales de matrices, por g:

DiagonalMatrix[ {dy, dp, ..., dy}] daunamatriz diagonal con la diagonal principa : dy, ..., dq

IdentityM atrix[n] dalamatriz identidad de orden nxn.
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Ejercicio

Crear las siguientes matrices:

a) m[[i,j]]=i*},i,j=1,..4

b) m[[i,jl]=Codx/i]Sin[x/j], i,j=1,...5

¢) Lamatriz diagonal de valores propiosrz , n/2 ,n/3 y 7
d) Lamatriz identidad 3x3

m Operaciones con vectores y matrices

Lasumay producto de vectores 0 matrices, siempre gue sus dimensiones |o permitan, se efectl
mediante los operadores: " +" y "." respectivamente. En el caso de dos vectores deigua dimen
sion, e operador " ." obtiene el producto escalar de ambos, en una base ortonormal. Por gjemplo:

o= Clear[vl, v2, matl, mat2];
vli={a b}; v2={c, d}; matl={{u, w}, {x,y}}; mat2={{1, 2}, {3, 4}};
vl+v2
MatrixForm[matl + mat2]
v1iv2
matl.vl
MatrixForm[matl.mat2]
ou22l= {a+c, b+d}

Out[23]//MatrixForm=
l+u 2+w )

3+x 4+y
Out4= ac+bd

ouesl= {au+bw, ax+by}

Out[26]//MatrixForm=
u+3w 2u+4w

X+3y 2x+4vy

Para multiplicar un escalar por un vector o por unamatriz se utiliza el asterisco " * ", osedga
un espacio en blanco entre ellos: @*matl o a mal. Si el escalar es un nimero no es necesario
dejar un espacio en blanco, si es un pardmetro (unaletra) si es necesario el espacio.

Para vectores tridimensionales es posible realizar € producto vectorial vxu, mediante la orden:
Crosgv,u], asi:

ne7i= Cross[{al, a2, a3}, {b1, b2, b3}]

out27]= {-a3 b2 +a2b3, a3 bl -alb3, -a2bl +alb2}

Por otra parte,
In28:= Transpose[matl]

ou2sl= {{u, x}, {w, v}}
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obtienelaMATRIZ TRASPUESTA nt, y
In29:= Det[matl]

Ou29= - WX +Uuy

nos dael DETERMINANTE |m|, mientras que
In[30:= Tr[matl]

oui3ol= u +y

nosdalaTRAZA. LaMATRIZ INVERSA se obtiene como:

In31]:= imatl = Inverse[matl]; MatrixForm[imatl]

General::spelll : Possible spelling error: new symbol

name "imatl" is similar to existing symbol "matl".

Out[31]//MatrixForm=

Yy - w
-W X+Uy -WX+UYy
- X u
-WX+Uy -WX+UuYy

Parahallar laPOTENCIA n-ESIMA de una matriz m se escribe M atrixPower[m,n] . Por gjemplo

In[32]:= MatrixForm[MatrixPower [matl, 3]]
Out[32)//MatrixForm=

u(u?+wx) +w (UX+xy) u
x

(UW+wWy) +Ww (WX +y?) )
x(W+wx) +y (UX+XY)

(UWw+wy) +v (WX +y?)
Si lamatriz es diagonalizable, Mathematica sabe cémo calcular la potencia n-ésima. Por gjemplo:
Out[33]//MatrixForm=

0.75 (-0.2)"+0.251."
-0.75 (-0.2)"+0.751."

In[33]:= poten = MatrixPower[{{0.1, 0.3}, {0.9, 0.7}}, n]; MatrixForm[poten]

-0.25 (-0.2)"+0.25 1.“)
0.25 (-0.2)"+0.751."

L uego podemaos hacer €l limite cuando n->co escribiendo

In[34:= Limit[poten, n -» Infinity]

oufa4= {{0.25, 0.25}, {0.75, 0.75}}
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Ejercicio

Dados los vectores: vi= (132 vy v2 = (01-1) vy las matrices

01 0.2 04 -1 2 0
alz[ 02 05 0.2], aZ:[ 4 5/2 r|, Obtener:

0.7 0.3 04 0 2/36

a) 2v1-4v2, viv2, vixv2, y e angulo « que determinan v1y v2. (recordad que: cosx = WLll
; norma euclidea: [v1/=vv1.vl)

b) 2al+a2, al.a2, v2.a2vl, (al.alh) ', al®,a2®

Rango de una matriz

Recordemos que el rango de una matriz es € € rango del sistema formado por sus vectores
fila (o columna).

Para obtener una matriz escal onada equivalente a unadada , disponemos del comando:
RowReduce[m]
gue obtiene una matriz escal onada reducida equivalente ala matriz m. Por jemplo:

inEs= MatrixForm[RowReduce[{{1l, 2}, {2, 4}}]]

Out[35]//MatrixForm=

o o)

gue nosindicaque el rango es 1
Ejercicio:
Obtener el rangode:F=| -2 0o 1 2 -1

-3 -1 4 3 1
-4 -5 -2 13 -3
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Bases ortonormales. Método de Gram-Schmidt

Mathematica tiene definido un comandos que permiten buscar bases ortonormales subespa-
cios a partir de bases no ortonormales. Para ello deberemos cargar previamente el paquete

n@el= << LinearAlgebra Orthogonalization™

Unavez hecho esto, podemos escribir:

n@37:= {ol, 02} = GramSchmidt[{{1, 2, 0}, {3, 4, 5}}]
ol.o2
ol.ol
02.02

1

2 4 2 5
v v e e ST

out[37]= { {

out[38l= 0O
ou39= 1
outj40l= 1

gue nos da una base ortonormal del plano generado por {1,2,0} y {3,4,5}. (la segunda linea
comprueba que son perpendicularesy laterceray cuarta que tienen médulo 1)

Ejercicio
a) Sea el espacio geométrico R 3, dotado de un sistema de referencia rectangular (base ortonor
mal), obtener un nuevo sistema de referencia rectangular de forma que los dos primeros ges
de dicho sistema estén en el plano de ecuacion: x +y +z =0 . Obtener una base del plano,

ampliarla a una base de R, cuyos dos primeros vectores sean del plano, y aplicar e método
de Gram-Schmidt

b) Considerando € producto escalar candnico de R®. Calcula una base ortonormal del
subespacio generado por F a partir de la base obtenida en €l gercicio anterior y comprueba
gue lanueva base es ortonormal.

m Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas lo escribimos en forma matricial:
Ax=b

Donde A es lamatriz de coeficientes de m filasy n columnas, x es el vector columna incdg-
nita de n-componentes y b es e vector columna término independiente de m componentes.
Mathematica dispone de ordenes que permiten resolver matricialmente los sistemas de
ecuaciones lineales.
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Sistemas homogéneos

El comando NullSpace[A] proporciona una base del nucleo de la aplicacion lineal de
matriz A, es decir, una base del subespacio de las soluciones del sistema homogéneo: A.x

= 0, cuya matriz de coeficientes es A. Por ¢gemplo, dado € sistema

X+2y+3z +t=0

4x+5y+6z+t=0 . .. .
, SU matriz de coeficientes se escribe:
7Tx+8y+9z+t=0

2x+y -t =0

mai= me={{1, 2, 3, 1}, {4, 5,6, 1}, {7, 8,9, 1}, {2, 1, 0, —1}}
ou= {{1, 2, 3, 1}, {4, 5, 6, 1}, {7, 8, 9, 1}, {2, 1, 0, -1}}

y lafamilia de vectores

nia2;:= fami = NullSpace[mc]
ouz= {{1, -1, 0, 1}, {1, -2, 1, 0}}

genera un subespacio vectoria solucion de dimensién dos. Es decir, cualquier solucién xh
de mc.xh=b viene dada como combinacion lineal de los dos vectores de lafamilia como:

nia3p= Xh = a fami[[1]] + B fami[[2]]

ou43l= {o+f3, —a-203, 3, a}

Ejercicio

X+2y+3z +t=0

. ., . , 4x+5y+6z+t=0
Proporcione la solucion general del sistema homogéneo:
5x+7y+9z+2t=0

3x+3y +3z =0
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Sistemas no homogéneos

El comando Linear Solve[A,b] devuelve un vector X que es una solucion particular de la
ecuacion matricial : A.x=b. S existen mas soluciones, LinearSolve no lo indica, por 1o que
tendremos que comprobarlo nosotros. Si el sistema no tiene solucion Mathematica nos lo
dira

Como €l conjunto de soluciones del sistema no homogéneo A.x = b es de laforma xnh =
xp+xh, donde xp es una solucién particular de dicho sistemay xh es la solucion general
del sistemahomogéneo A.x=0.

Si e sistema A.x = b es compatible indeterminado la solucién general del sistema se
obtiene sumando al subespacio de las soluciones del homogéneo la solucion particular dada
por LinearSolve.

Cuando los sistemas dependen de ciertos parametros a, 3, ..., 1as anteriores instrucciones
nos dan una idea de cuales son los valores probleméticos de dichos parametros para los
cuales e sistema cambia su caracter (compatible, incompatible, determinado o indetermi-
axX+py=vy

Xx+y=1

naa= Clear[A, bl; A = {{a, B}, {1, 1}}; b ={y, 1};
Linear Solvg A, b]

nado). En efecto, seael sistema {

-B+Y Ot—y}
-8 a-p

out[45]= {

La solucion particular esta definida salvo que a=B+y, donde se anulan los denominadores. Estidiando cada
caso por separado:

In46]:= LinearSolve[A /. {a -> 3}, b]
LinearSolve[A /. {a-> B}, b /. {y -> B}]

LinearSolve: :nosol :
Linear equation encountered which has no solution.

oufs6]= LinearSolve[{{B3, B}, {1, 1}}, {v, 1}]
ou471= {1, 0}

que nos indica que, para a=B+y, €l sistema no tiene solucidn; mientras que para =p=y el sistema es compati-
bley (1,0) esunasolucion particular.
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Ejercicio

a Sea m={{1,2,3},{4,56},{789}} ¢(Tiene solucién e sistema mx = n. para
n=(1, 1, 1) y para n=(1, 1, 2)? Dar lasolucion general de |los sistemas que sean
compatibles indeterminados. ¢, (1,-3,2) es solucion del sistema ? ¢ (1,-3,1) es solucion del
sistema ?

o B 1 1
b) Estudiar el caracter del sistema Ax=bparaA=| 1 afp 1|y b:[ ﬁ] en funcion de los
1 B o 1

parametros a y 3.
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m Cambio de base

Sean B={e,,es,....en} ¥ B'={u;,u,,...,u,} dos bases de R* . Dadas |as coordenadas de
los vectores de labase B' en |la base B:

(u1)g = (U1, Vo1, .., Up1)¢> Uy = Uz €1 +Up1 €2+ ... +Un €
(uz)p = (W12, Uz2, .., Up2)<¢> Uz = Uiz €1 +Up2 €2+ ... +Upz €
(Un)g = (Uin, U2n, -+, Upn)<¢> Unp = Uin €1 +Uzpn €2+ ... +Uny €

podemos obtener las coordenadas de un vector Vg  =(X1,X5,..Xp)— V
X1e1+tX,es+...+Xye, en labase B a partir de las coordenadas vg: = (X'1,X'5,..,.X'n)«— V
X'1u;+X'pus+..+X'hu, dedicho vector en labase B' de la siguiente forma:

V= XieitXser+..tXpe, = X u X us+. X u, =

1

Xl(u11e1+u21e2+ ...+un1en)+

1

X'5(Uiz €1 + Ugg €5 + ... + Upy ep)t...
+X'h (Uip €1 +Uspn€s+ ...+ Uy €n) —

X1 = Xquip+ X3 U +. WXy U g
X = X'quz1+ X'p Uy + .. X'q U1

0 matrialmente:

Uiz Uiz ... Uin (x')1 X1 Uiz Uiz ... Uin

Uz1 Uz2 ... U2n <X ! )2 _ X2 _ U217 U222 ... U2n
= _, C=

Uni Un2 ... Unn (X ! >n Xn Uni Un2 ... Unn

C eslamatriz de cambio de base delabase B' alabase B.

Ejercicio

Sea B la base candnicade R*. Comprobar que B'={ (u;); =(1,-2,-1,2), (u,)z=(0,1,3,-
S)a (u3 ) B:(-21O!112)! (U.4) B:(1!-1!1a3)}

es otra base. Obtener las coordenadas en la base B del vector vy =(9,8,-3,4) y lamatriz
Mgg' cambio de base delabase B alabase B'. Dar las coordenadas en la base B' del vector
wg = (19,38,-38,19) en labase candnica.



Algebra Lineal con Mathematica.nb 25

m Valores y vectores propios. Diagonalizacion de matrices.

Definicién: Seaf una aplicacion lineal f:R"™—R". Si v20y f(v) = Av, se dice que v esun
vector propio de f asociado al valor propio A.

S B= {eies,..ent € una base de R" , Y Vg = (Xg X3, Xp)¢— V =
X,e1+Xses+.. X e, las coordenadas de un vector v en dicha base, entonces las coordena-
das de laimagen w de v por f vienen dadas por:

w = (f(v) )s =(f(X1e1tXzex+..#Xnen) )a= X1 (f(e1) )et+ X2 (f(e2) )s +...4 Xn (f(en) )5

o matricialmente: wg=(f(v) )5 = M vz donde M ={(f(e1) )z, (f(e2) )& .-y (f(en) )s}
eslamatriz de laaplicacion f en la base B, sus columnas son las imégenes mediante f de los
vectores de la base B.

Sea M una matriz cuadrada de orden n con elementos reales. Si v#0 y M.v = v, se dice
gue v es un vector propio de M asociado al valor propio A.

El endomorfismo f es diagonalizable si existe unabase B' de R", en lacual lamatriz M def
es diagonal, es decir, si existe unabase de R" formada por vectores propios def .

Si M eslamatriz de la aplicacion f en labase B y M' es la matriz de la aplicacion f en la
base B'y C es la matriz cambio de base de la base B' ala base B, entonces: M'= C~*.M.C.
En particular, s M es diagonalizable y s B' es la la base de vectores propios, entonces
M'=D =P-1.M.P, donde D eslamatriz diagonal y P eslamatriz de paso.

Mathematica dispone del comando

In48:= S = {{11 2}1 {21 1}};
Eigenvalues|[s]

outl49= {-1, 3}
gue devuelve unalista con todos |os valores propios de la matriz s. Por otra parte
ns01= Eigenvectors|[s]

Out[50]= {{_11 l}l {11 1}}

devuelve una lista con un sistema de vectores propios lineamente independientes de la
matriz s. Las matrices diagona y de paso se pueden escribir como
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ns1= diag = DiagonalMatrix[Eigenvalues[s]]; MatrixForm[diag]
paso = Transpose[Eigenvectors[s]]; MatrixForm[paso]

Out[51]//MatrixForm=
-1 0
o s
Out[52]//MatrixForm=
-1 1
11
Podemos comprobar que se cumple la relacion D=P~1SP entre la matriz diagonal D, la
matriz de paso Py lamatriz S que queremos diagonalizar. En efecto

ins3:= MatrixForm[Inverse[paso].s.paso]

Out[53]//MatrixForm=

o 5

Si el nimero de vectores propios linealmente independientes es menor que la dimension,
Mathematica devuelve el vector nulo. Esto quiere decir que la matriz no es diagonalizable.
Por ejemplo.

ns4:= ts = {{1, 2}, {0, 1}};
Eigenvalues|[ts]
Eigenvectors[ts]

oufssl= {1, 1}

ousel= {{1, 0}, {0, 0}}

El valor propio 1 esdobley sblo existe un vector propio |.i. asociado adl.

También podemos estudiar el caracter diagonalizable de una matriz dependiente de ciertos
pardmetros a,b,c,... como:

ns7:= Clear[a, b, c¢]; Eigenvectors[{{a, 1}, {c, 1}}]

717a+\/172a+a2+4c , 1}, {717a7\/172a+a2+4c , l}}

out[57)= {{ 5o 5o

mirando donde se anulan los denominadores. En efecto, un caso potencialmente problematico es ¢c=0. Un
estudio mas detallado para este valor:

In58]:= Eigenvectors[{{a, 1}, {c, 1}} /. {c ->0}]

outss)= {{- , 1}, {1, 0}}

-1l+a

nos dice que lamatriz es diagonalizable para ¢=0, ano ser que a=1, yaque:

inj59]= Eigenvectors[{{a, 1}, {c, 1}} /. {c->0, a ->1}]
ouso}= {{1, 0}, {0, 0}}

para estos valores obtenemos un vector propio nulo, 1o que quiere decir que lamatriz no es diagonalizable.
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Ejercicio
1 a 0
(Paraquévaloresdeabyclamatriz| 0 1 -a b | noesdiagonalizable?
0 0 c

m Resolucion de ecuaciones polinGmicas

En Mathematica laigualdad se escribe con dos signos. ==, para distinguirla de la asignacion. Por gjemplo si
escribimos x=3 , le estamos asignando ax €l valor 3, de formaque si escribiesemos

In60:= x=3; Xx=Xx+5

outjs0]= 8

estariamos asignando a x €l valor 8(=3+5). Asi, laecuacion x* - 5 x> + 5x*> + 5x - 6 = 0 seescribe

inf61:= Clear[x]:;
x*4 -5x"3 +5x"2 +5x -6 ==0

out[62]= —6+5x+5x2-5x>+x*==0

Para conocer |as raices de esta ecuacion se escribe Solve[ecuacion |, variable]. Por gemplo:
in63:= Solve[x*4-5x"3+5x"2+5x-6=0, x]

oue3l= {{x-> -1}, {x->1}, {x>2}, {x->3}}

Cuando €l polinomio es de grado alto, Mathematica puede buscar un valor numérico aproximado para la
solucion con NSolve[ecuacion , variable]. Por giemplo:

infe4]= NSolve[x"6-x"3+50x"2-7 ==0, x]

outed= {{x—>-1.87201-1.924911}, {x—>-1.87201+1.924911}, {x—>-0.372708},
{x—>0.375503}, {x—>1.87061-1.854251}, {x—>1.87061+1.854251}}

Para un sistema de ecuaciones, e introducen como una lista
Solve[{ec;:, ecz, ..., ecy}, {var;, var,, ..., var,}].Poregemplo:

ines)= Solve[{x"2+y*2==1, y==x}, {x, y}]

out[65]= Hx S -

1 y%_i} [x- Ly L}}

Va2 V2 Va2 V2

nos da lainterseccion (dos puntos) de una circunferenciade radio 1 con larectay=x.
Ejercicio

a) Obtener lasraicesde; - 15 + 32x  8x°  64x® | 59xf 223 460 x10.x341=0

b) Obtener lainterseccion dela€lipse X—ZZ + ¥ — 1 conlacircunferencia de radio V2
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m Resumen de comandos

CURVASEN EL PLANO

Plot[f(x),{x,xmin,xmax}] dibuja la funcién y=f(x) en el interval o especificado
Plot[{f1(x),f2(x)},{x,xmin,xmax}] dibuja superpuestas varias funciones

ParametricPlot[{x(t),y(t)}.{t,tmin,tmax}] dibuja una curva dada en forma paramétrica

<< Graphics'ImplicitPlot™ paquete que permite hacer graficas de funciones definidas de forma implicita
ImplicitPlot[ F[x,y]==0,{x,xmax,xmin}] dibuja la curva F(x,y)=0

ImplicitPlot[F[x,y]==0{x,xmax,xmin},{y,ymax,ymin}] dibuja la curva de nivel z=zF(x,y)=0

ListPlot[lista] dibuja puntos a partir de una tabla (lista) de valores {{x1,y1},...}

ListPlot[lista,PlotJoined—Trug] junta los puntos de la lista con segmentos

<< Graphics'Graphics’

ErrorListPlot[lista] dibuja puntos de una tabla de valores {{x1,y1,error1},...} con barras de error

<<Graphics' M ultipleListPlot

MultipleListPlot[lista] dibuja puntos de una tabla de valores {{x1,y1,ErrorBar[elmin,elmax]},...} con
barras de error especificadas por la opcion ErrorBar en cada punto.

CURVASY SUPERFICIESEN EL ESPACIO

Plot3D[f(x,y).{x,xmin,xmax} {y,ymin,ymax}] dibuja una superficie z=f(x,y) (explicita) en un rectangulo

ParametricPlot3D[{x(u,v),y(u,v),z(uv)}{u,umin,umax},{v,.vmin,vmax}] dibuja una superficie en forma
paramétrica

<<Graphics SurfaceOfRevolution’ carga el paquete para dibujar superficies de revolucién

SurfaceOfRevolution[f[x] {x,xmin,xmax},RevolutionAxig[x,y]] dibuja la superficie de revolucion generada
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al girar la curva y=f(x) respecto a los € es coordenados.

ParametricPlot3D[{x(t),y(t),z(t)}.{t,tmin,tmax}] dibuja una curva en forma paramétrica

ListPlot3D[lista] dibuja un conjunto de puntos en una lista

CURVASDE NIVEL

Contour Plot[f(x,y),{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}] dibuja las curvas de nivel de z=f(x,y) en un rectdngulo
ListContourPlot[lista] dibuja las curvas de nivel para un conjunto de puntos dados por una lista
DensityPlot[f(x,y),{x,xmin,xmax} {y,ymin,ymax}] dibuja un gréafico de densidades

ListDensityPlot[lista] dibuja un gréfico de densidades para un conjunto de puntos dados por una lista

CAMPOS DE VECTORESEN EL PLANO

<<Graphics PlotField" carga el paquete correspondiente
PlotVector Field[{vx,vy} {x,xmin,xmax} {y,ymin,ymax}] dibuja un campo de vectores en el plano

ListPlotVectorField[{{v1l,...,vin},...{vm1l,...vmn}}] dibuja los vectores vij en el punto (i,j) de una malla
mxn

ListPlotVector Field[{{p1,v1}....{pn,vn}}] dibuja los vectores vj en los puntos pj

PlotGradientField[f(x,y),{x,xminxmax} {y,ymin,ymax}] dibuja € campo de gradientes de una funcién
escalar z=f(x,y) en un rectangulo {x,xmin,xmax} ,{ y,ymin,ymax}

CAMPOS DE VECTORESEN EL ESPACIO

<<Graphics'PlotField3D"
PlotVector Fied[{vx,vy,vz} {x,xmin,xmax} {y,ymin,ymax},{z,zmin,zmax}]
ListPlotVector Field3D[{{p1,v1n},...{pn,...,vn}}] dibuja los vectores vj en los puntos pj

PlotGradientField[f,{x,xmin,xmax} {y,ymin,ymax},{z,zmin,zmax}] dibuja el campo de gradientes de una
funcién escalar t=f(x,y,2) en un paralelepipedo { x,xmin,xmax} {y,ymin,ymax} ,{ z,zmin,zmax}

SUPERPOSICION Y ANIMACION DE GRAFICAS

Show([gl,...,gn] muestra superpuestos varios graficos

Show[GraphicsArray[{gl,...,gn}]] muestra una coleccion de graficos

<<Graphics Animation
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Animate[g[n],{n,nmin,nmax,paso}] crea una animacion para una familia de gréficas

m Curvas en el plano

Para dibujar las gréficas de las funciones y=sen(x), y=sen(2x), y=sen(3x) entre 0y 2 escribiremos:

in[1:= gl = Plot[Sin[x], {x, 0, 2 x}]
g2 = Plot[Sin[2 x], {x, 0, 2 }]
g3 = Plot[Sin[3 x], {x, 0, 2}]

oufl]= = Graphics -

1 \2 4 \5 6
-0.5
-1

ou2l= - Graphics -

ou3]= = Graphics -

Podemos obtener las graficas superpuestas, con colores ("hue") diferentes, escribiéndolas como unalista:

In[4:= Plot[{Sin[x], Sin[2 x], Sin[3 x]}, {x, 0, 2 7},
PlotStyle » {Hue[0.6], Hue[0.8], Hue[1l]}]

1

-1
outf4]= = Graphics -

o también
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In[5]:=
<< Graphics Legend”
Plot[{Sin[x], Sin[2 x], Sin[3 x]}, {x, 0, 2 n}, PlotStyle »
{{RGBColor[1l, 0, 0]}, {RGBColor[O, 1, 0]}, {RGBColor[O, O, 1]}},
PlotLegend -> {"sen(x)", "sen(2x)", "sen(3x)"},
LegendPosition -> {1, -0.4}]
1
0.5 /\ sen (x)
sen (2x)
1 3 4 5 6
-0.5 M sen (3x)
-1
oufl= = Graphics -

donde la opcion PlotStile->RGBColor[r,v,a] introduce valores numéricos asociados a los colores rojo,verde
y azul respectivamente y el paguete <<GraphicsLegend" introduce una "leyenda' con una correspondencia
entre cada color y cada gréfica a través de la opcién PlotL egend localizada en la posicién L egendPosition,
considerando que el gréfico esta centrado en {0,0} y que se escala para que quepa en {{-1,-1},{1,1}}; por
defecto, laposicion de laleyendaeslaesquinainferior izquierda{-1,-1}.

Cuando no dispongamos de impresora en color, también es posible diferenciar las graficas utilizando un
grosor de linea ("thickness") diferente:

In[7:= Plot[{Sin[x], Sin[2 x], Sin[3 x]}, {x, 0, 2 7},
PlotStyle » {Thickness[.02], Thickness[.008], Thickness[.004]}]

1

-0.5

-1
ou7]= = Graphics -

o gréficas punteadas ("dashing"):
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in[gl= Plot[{Sin[x], Sin[2 x], Sin[3 x]}, {x, 0, 2 7},
PlotStyle » {GrayLevel[0], Dashing[{.01}], Dashing[{.03}]},
PlotLegend -> {"sen(x)", "sen(2x)", "sen(3x)"},
LegendPosition -> {1, -0.4}]

1

-0.5

-1
oug]= - Graphics -

Si queremos superponer varias gréficas que ya hemos representado por separado, podemos utilizar €l
comando Show (muestra):

in9l= Show[{gl, g2, g3}]

1

-0.5

-1
oul9]= = Graphics -

Si queremos juntar las gréficas en unaristrasin superponerlas, escribiremos:

In[10]:= Show[GraphicsArray[{gl, g2, g3}]]:

o.% o.%V\ /\ o.%y\ /\ /\
03 12358 'O;Eklv‘lv 'O;Ek]\/u\jw\?

Ademas de la opcion PlotStyle para el comando Plot, existen otras opciones que podemos ver en la Ayuda
("Help") del Menu o bien escribiendo:
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In[11:= Options[Plot]

1
GoldenRatio
AxesLabel - None, AxesOrigin - Automatic, AxesStyle —» Automatic,
Background -» Automatic, ColorOutput - Automatic, Compiled - True,
DefaultColor -» Automatic, Epilog - {}, Frame - False,

FrameLabel - None, FrameStyle - Automatic, FrameTicks —» Automatic,
GridLines - None, ImageSize - Automatic, MaxBend - 10.,

PlotDivision - 30., PlotLabel - None, PlotPoints - 25,

PlotRange -» Automatic, PlotRegion - Automatic, PlotStyle -» Automatic,
Prolog - {}, RotateLabel - True, Ticks - Automatic,

DefaultFont » $DefaultFont, DisplayFunction:» $DisplayFunction,
FormatType :» SFormatType, TextStyle > $TextStyle}

out[11]= {AspectRatio - , Axes - Automatic,

No nos detendremos aqui en el estudio de estas opciones. S6lo comentar que la opcién DisplayFunction-
>| dentity provoca que no se genere salida en pantalla del gréfico correspondiente; por ejemplo, si escribimos:

In[12= Clear[gl, g2, g3];
gl = Plot[Sin[x], {x, 0, 2 s}, DisplayFunction -> Identity];
g2 = Plot[2 Sin[x], {x, 0, 2 n}, DisplayFunction -> Identity];
g3 = Plot[3 Sin[x], {x, 0, 2 n}, DisplayFunction -> Identity];

no obtendremos dichas gréficas, aunque Mathematica las conserva en memoria. Si ahora queremos generar la
salida en pantalla de dichas gréficas superpuestas, deberemos escribir:

in[16]:= Show[{gl, g2, g3}, DisplayFunction -> $DisplayFunction]

3
2
1

-1
-2
-3

out[16}= = Graphics -

Para representar curvas planas dadas en forma paramétrica { x(6),y(6)} se utilizael comando:

In[17]:= ParametricPlot[{Cos[6], Sin[26]}, {6, 0, 2 7}]

out{17}= = Graphics -

y para curvas dadas en forma implicita F(x,y)=cte se utiliza el paquete <<Graphics' ImplicitPlot™. Por gjem-
plo, paradibujar unaelipse de semigjes 3y 2 escribiremos:
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In[18:= << Graphics ImplicitPlot”
ImplicitPlot[x"2/9+ y*2/4 =1, {x, -3, 3}]

out{19]= = Graphics -

Si disponemos de un conjunto de puntos (quizés resultado de una medicion) dados en forma de lista, podemos
representarlos usando el comando ListPlot[lista]. Por gjemplo, creemos nosotros nuestra propia lista como
unatabla delos valores de y=f(x) aterada por un"ruido" dado por nimero aleatorio (“random") en el inter-
valo (-0.15,015) que simula el posible error experimental en lamedicién de lavariabley como funcién de x:

In20:= listasenoerror =
Pi
Table[{x, Sin[x ] + Random[Real, {-0.15, 0.15}]}, {x, 0, 2 Pi, E}]
ListPlot[listasenoerror, PlotStyle » PointSize[0.02]]
l ‘QQ
0.5¢° ‘e

-0.5 .

-1 ®ece,
out21}= = Graphics -
Podemos unir |os puntos mediante segmentos utilizando la opcion

In22]:= ListPlot[listasenoerror, PlotJoined » True]

1
0.5

-0.5

-1

out22]= = Graphics -

m Curvas y superficies en el espacio

Mathematica hace gréaficos tridimensionales de superficies dadas en forma explicita z=f(x,y) en un rectangulo
dado. por gemplo, para z=sen(xy) setiene:
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In23]:= Plot3D[Sin[xy], {x, 0, 4}, {y, 0, 4}];

Si queremos mas "florituras' podemos afiadir opciones de estilo como:

In24]:= Plot3D[Sin[xy], {x, 0, 4}, {y, 0, 4}, PlotPoints » 40, Mesh - False,
FaceGrids -» All, AxesLabel -» {"largo: X", "ancho: Y", "alto: Z"},
ViewPoint -» {0, 0, 1}];

ancho: Y 2j—

Ul o

Que nos "suaviza' el gréfico afladiendo mas puntos (PlotPoints), nos afiade etiquetas en los gjes (AxesL abel)
y nos modificalaorientacion del grafico (ViewPoint), ofreciéndonos en este caso unaimagen a"vistade
pdjarc". Para elegir la orientacién a través del mend, pinche con €l ratén en "Input->3DViewPoint Selector” o
presione las tres teclas M+crl+V.

También se pueden dibujar superficies dadas por conjuntos de puntos dispuestos en unatabla de valores. Por
gemplo:
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In[25]:= 1istasenoxyerror==Table[sin[x§d + Random[Real, {-0.3, 0.3}],
Pi} { 0. 4 Pi

’ YI ’ ’
15

ListPlot3D[listasenoxyerror]

{x, 0, 4,

=

ou26}= = SurfaceGraphics -

Si lasuperficie viene dada en forma paramétrica, {x(u,v),y(u,v),z(u,v)}, entonces se utiliza

In[27]:= ParametricPlot3D][
{Cos[u] Sin[v], Sin[u] Sin[v], Cos[v]}, {u, 0, 2 Pi}, {v, 0, Pi}]

out27}= = Graphics3D =
que nos dalaesferaderadio 1.
También podemos crear superficies de revolucién rotando una funcion y=f(x) respecto a ge X o respecto al

geY. Por gemplo, rotemos la gréficay=sen(x) respecto aambos gjes (es necesario cargar antes €l paguete
Graphics SurfaceOfRevolution’):
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In[28:= << Graphics~SurfaceOfRevolution”

SurfaceOfRevolution[Sin[x], {x, 0, 2 Pi}, RevolutionAxis -> {1, 0}]
SurfaceOfRevolution[Sin[x], {x, 0, 2 Pi}, RevolutionAxis -> {0, 1}]

ou29)= - Graphics3D -

Out30)= - Graphics3D -

Para curvas en forma paramétrica se escribe:

In31]:= ParametricPlot3D[{Cos[3 t], Sin[3 t], t}, {t, 0, 27x}];

_O_%So.af@-@.i

o

que nos da unahélice.

m Curvas y superficies de nivel

El comando Contour Plot de Mathematica proporcionalas curvas de nivel de unafuncion escalar de dos
variables z=f(x,y). Por g emplo, dadala superficie:
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In[32:= Plot3D[Sin[x] + Cos[y], {x, -2Pi, 2Pi}, {y, -2Pi, 2Pi}]

ou32)= - SurfaceGraphics -

sus curvas de nivel tienen laforma:

In[33:= ContourPlot[Sin[x] + Cos[y], {x, -2Pi, 2Pi}, {y, -2Pi, 2Pi}];

-6 -4 -2 0 2 4 6

Nétese que los maximos aparecen con un tono mas claro y 1os minimos con un tono mas oscuro. Es facil
también identificar los puntos de inflexién a partir de la gréfica. Podemos introducir nuevas opciones, como
representar solo ciertas curvas de nivel f(x,y)=cl, f(x,y)=c2, paralo cua introducimos laopcion Contours-
>{c1,c2}, seguida de otras como Contour Style que distinguen ambas curvas por, por gjemplo, su color:

In[34:= ContourPlot[Sin[x] + Cos[y], {x, -2Pi, 2Pi},
{y, -2Pi, 2Pi}, Contours-» {.1, .8},
ContoursStyle » {{RGBColor[0, 1, 0]}, {RGBColor[1l, 0, 0]}}]

6

4

-6 -4 -2 0 2 4 6

out34= = ContourGraphics -

Si las cotas vienen dadas como puntos en unatabla (en forma de lista), entonces utilizaremos el comando:
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In3s]:= ListContourPlot[Table[Sin[x] + Cos|[ y] + Random[Real, {-0.2, 0.2}],
{x, -2Pi, 2Pi, Pi/ 10}, {y, -2Pi, 2Pi, Pi/10}]]

40

30

20

10

ou3s}= = ContourGraphics -

Si, en vez de curvas de nivel, queremos graficos de densidad, entonces utilizaremos el comando:

In36]:= DensityPlot[Sin[x] + Cos[y].,
{x, -2Pi, 2Pi}, {y, -2Pi, 2Pi}, PlotPoints -> 25];

donde la opcién PlotPoints hace el granulado mas fino 0 mas grueso. Si se trata de una lista, escribiremos:

In37]:= ListDensityPlot[Table[Sin[x] + Cos[ y] + Random[Real, {-0.2, 0.2}],
{x, -2Pi, 2Pi, Pi/5}, {y, -2Pi, 2Pi, Pi/5}]];

20

15

10

0 5 10 15 20

Para representar superficies de nivel f(x,y,zZ)=constante de unafuncién V=f(x,y,2) de tres variables deberemos
cargar previamente el paquete

In[38]:= << Graphics “ContourPlot3D"

Por gjemplo,el lugar geométrico de los puntos del espacio que hacen el volumen de un paralelepipedo
V=xyz=cte=0.1,0.4 puede representarse por:
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In[39]:= ContourPlot3D[xy z, {x, 0, 1}, {y, O, 1}, {z, O, 1},
Contours -» {.1, .4}, Lighting -» False, ContourStyle »
{{RGBColor[0, 1, 0]}, {RGBColor[l, 0, 0]}}, Axes - True]

Oout39)= - Graphics3D -

Para funciones definidas a partir de tablas de datos como
In40:= datos = Table[x"2+2*y*2+3xz"2,
{z, -1, 1, .25}, {y, -1, 1, .25}, {x, -1, 1, .25}];
Tenemos el comando:

In41]:= ListContourPlot3D[datos, MeshRange -» {{-1, 1}, {-1, 1}, {-1, 1}},
Contours -» {1.5, 3.}, Lighting » False, Axes -» True,
ContourStyle » {{RGBColor[0, 1, 0]}, {RGBColor[1l, O, 0]}}]

Outj41]= = Graphics3D =

Que podrian representar las superficies de nivel de un campo de temperaturas alrededor de un foco calorifico
deformaelipsoidal.

m Campos de vectores en el plano

Para €l uso de los siguientes comandos es necesario cargar previamente el paquete

Inf42]:= << Graphics PlotField"™

Si queremos hacer una representacion grafica del campo de vectores v(x,y)=xi-y], escribiremos:
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In[43]:=

out43]=

PlotVectorField[{x, -y}, {x, 0, 1}, {y, 0, 1}, PlotPoints -> 10]
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donde lalongitud de laflecha en cada punto es proporcional al médulo del vector. Este gréfico puede represen-
tar el campo de velocidades en un flujo bidimensional de un fluido cerca de una esquina.

Para un campo de vectores dado en un reticulo a través de una tabla de valores (lista de vectores), tenemos el

comando:

In[44]:=

varray = Table[ {Random[Real, {-0.7, 0.7}],
Random[Real, {-0.7, 0.7}]1}, {i, 10}, {j, 10}]:
ListPlotVectorField[varray]
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out[4s}= = Graphics -

gue puede representar el campo de vel ocidades correspondiente a movimiento cadtico de las moléculas en un
gas bidimensional.

También se puede representar €l campo de gradientes V f(x, y) =y f 1 + dy f ] de unafuncién escalar como
f(x,y)=x? + y?> mediante el comando:
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Inf46]:= campodegradientes =
PlotGradientField[x"2+y ™2, {x, -3, 3}, {y, -3, 3}]
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out46]= = Graphics -

Para este caso es Util combinar €l campo de gradientes con las curvas de nivel

In47)= curvasdenivel = ContourPlot[x"2+y"2,
{x, -3, 3}, {y, -3, 3}, ContourShading -» False]

:i&

-3
-3 -2 -1 0 1 2

N W

N

w

out47= = ContourGraphics -

en un anico gréfico, como:
Inf48]:= Show[ {campodegradientes, curvasdenivel}]

NANMAXN N L F LS

outj48]= = Graphics -

Observe que e gradiente aumenta conforme se aproximan las curvas de nivel unas aotras (esdecir, al aumen-
tar la pendiente). Observe también que el gradiente es perpendicular alas curvas de nivel en cada puntoy que
apunta en la direccion de méxima variacion de lafuncion f(x,y) en cada punto. En efecto, el punto (0,0) esun
minimo o, podriamos decir, "unafuente de gradiente”, ya que el gradiente "fluye" algjandose de éste minimo.
Para asegurarnos mejor que se trata de un minimo, no tenemos mas que dibujar la superficie z=f(x,y)=x* + y°
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In49:= Plot3D[x"2+y"2, {x, -3, 3}, {y, -3, 3}]

out49)= = SurfaceGraphics -

m Campos de vectores en el espacio

Para €l uso de los siguientes comandos es necesario cargar previamente el paquete
In50]:= << Graphics PlotField3D"
Si queremos hacer una representacion grafica del campo de vectores v(x,y,2)= %T-;Hoﬁ, escribiremos:

1= PlotVectorField3D[{y, -x, 0} /z, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, {z, 1, 3}]

out5s1]= = Graphics3D -

gue puede representar un "remolino” cuyavelocidad disminuye conforme nos alejamos del suelo... Por
defecto, los vectores en el espacio son representados por segmentos; si queremos afiadirles la "flecha" debere-
mos especificar entre las opciones: Vector Heads—»True. No obstante, esto puede hacer que € gréfico
aparezca demasiado "recargado”; paraevitar esto, podemos elegir la densidad de puntos a dibujar mediante la
opcién PlotPoints—n. Por eemplo, representemos el campo v(x,y,z)=Xi+Yy]+zK con opciones:

In52]:= PlotVectorField3D[{x, vy, 2z}, {x, -2, 2}, {y, -2, 2},
{z, -2, 2}, PlotPoints » 4, VectorHeads - True]

ou52]= - Graphics3D -
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gue puede representar el campo de vel ocidades de un fluido cerca de una "fuente”, localizada en (0,0,0), en
tres dimensiones (o también el campo de fuerza de un oscilador repulsivo...)

Para un campo de vectores dado en un reticulo através de unatabla de valores (lista de vectores),tenemos el
comando ListPlotVector Field3D[tabla]. Por ejemplo:
In53]:= velocidadgas = Flatten|

Table[{{i, j, k}, {Random[Real, {-1, 1}], Random[Real, {-1, 1}],
Random[Real, {-1, 1}]1}}, {i, 7}, {3, 7}, {k, 7}1, 2]:
ListPlotVectorField3D[velocidadgas]

outs4= - Graphics3D -

gue puede representar el campo de vel ocidades correspondiente a movimiento cadtico de las moléculas en un
gastridimensional.

También se puede representar el campo de gradientes Vf(x, y, 2 =dx f i +dy f |+, f k de una funcion
escalar como f(x,y,2)=xyz mediante el comando:

In[55]:= campograd3d = PlotGradientField3D[xy z, {x, -1, 1},
{y, -1, 1}, {z, -1, 1}, PlotPoints » 5, VectorHeads —» True]

outs5]= = Graphics3D -

Podemos superponer el campo de gradientes con las superficies de nivel de f(x,y,z)=xyz mediante:



46 Graficos con Mathematica.nb

In[56]:= << Graphics ContourPlot3D”
supnivel = ContourPlot3D[xy z, {x, -1, 1},
{y, -1, 1}, {z, -1, 1}, ContourShading -» False]

ou5s7)= = Graphics3D -

In58]:= Show[ {campograd3d, supnivel}]

ous8]= - Graphics3D -

donde se observa que €l gradiente de f(x,y,2) es perpendicular alas superficies de nivel f(x,y,x)=cte.

m Animacion de graficos

Para el uso de los siguientes comandos es necesario cargar previamente el paquete:

In59]:= << Graphics Animation”

Podemos crear unatabla con unafamilia de graficas y(x,t) dependientes de un pardmetro t ("tiempo"), para
varios valores de dicho parametro. Por gjemplo, construyamos una tabla con 15 gréficas de laforma
y(x,t)=sen(x)sen(t) para 15 valoresde tentre Oy 2r:

In[60:= cuerdavibrante = Table[Plot[Sin[ x] Sin[t], {x, 0, 2Pi},
Axes - False, PlotRange -> {-1, 1}], {t, 0, 2Pi-Pi/8, Pi/8}];
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) OO

Estas gréficas se podrian corresponder con instantaneas hechas a una cuerda vibrante. Si superponemos todas
las instantaneas obtendriamos:

In61]:= Show[cuerdavibrante]

outél]= = Graphics -

Pero si |0 que queremos es obtener un "gréfico animado” con dichas instantaneas, 1o Gnico que debemos hacer
es marcar todas las celdas (corchete ala derecha de la ventana de Mathematica) con el ratény presionar las
dosteclascri+Y (oirsea menu Celly elegir laopcidn Animate Selected Graphics). Unadelas
instantaneas comenzara una animacion. Puedes cambiar la velocidad o direccion de la pelicula usando los
botones en la esquinainferior izquierda de la ventana de Mathematica. Para parar la animacion no tienes mas
gue presionar cualquier teclao € ratén. Si no deseamos gastar memoria guardando todas las instantaneas en la
tabla cuer davibrante, obtendremosidénticos resultados con e comando

Animate[Plot[Sin[ x] Sin[t], {x, 0, 2 Pi},
Axes - False, PlotRange -> {-1, 1}], {t, 0, 2Pi-Pi/8, Pi/8}];

Ladiferencia estard en que las 15 instantaneas apareceran en pantalla pero no quedaran recogidas en memoria
como unatabla. Otras posibilidades de crear animaciones son:

ShowAnimation[Table[Graphics[Line[{{0, 0}, {Cos[t], Sin[t]}}],
PlotRange » {{-1, 1}, {-1, 1}}], {t, 0, 2Pi, Pi/8}]]



Ejercicios:
1. Compruebe que la anterior animacion se trata de una varilla rotando en un plano con un punto fijo.

2. Cree una animacién con 21 instantdneas para una membrana vibrante cuadrada que se mueve segiin
el modo de vibracién: z(z,y,t) = sen(2wz) sen(4ny) sen(t) para 0 < ¢t < 27

3. 1 Qué ocurre con la gréifica de f(z) = asen (%”(w — h)) + v cuando:

a) varia el periodo p = 1,2, 3,4, mientras a = 3,h = v = 0 permanecen fijos?
b) varia el desfase horizontal h = 0.5,1,1.5,2, mientras a = 3,p = 6,v = 0 permanecen fijos?

c) varia el desplazamiento vertical v = 0.2,0.4,0.6,0.8, mientras a = 3,p = 6,h = 0 permanecen
fijos?

c¢) varfa la amplitud a¢ = 1,1.5,2,2.5, mientras p = 6, h = v = 0 permanecen fijos?

4. ;Qué ocurre con la grifica de f(z) = az? + bz + ¢ cuando:

a) a = —2,—1,1,2 cambia mientras b =1 y ¢ = 1 permanecen fijas?
b) b=—-2,—1,1,2 cambia (a = 1,c =1 fijos)?
c) ¢=—-2,-1,1,2 cambia (a = 1,b = 1 fijos)?

5. Representar 5 de las siguientes curvas parametrizadas (a elegir):

(a) Circunferencia: { Z : ]1;;:21812 0<O<2m
o) Blipses { £ 0< 0 <20

(c) Cicloide: { Z : ggf : (Szizg)) 0<6<2nm
(d) Astroide: { z : gggszz 0<6<2nm

(e) Nautilo: { Z:: ;;:erlz : :;Sl;z 0<60<2rm

z = 2cos 0 + cos 20

<
y = 2senf — sen 20 0<6<2m

(f) Deltoide: {
T = %sen 20

0<60<2mr
y = sen

(g) Ocho: {

T = 2acos — asen 26

y = bsenf 0<f<2m

(h) Lagrima: {

_a
z=ce % cosf

(i) Espiral logaritmica (tornado): { y = o= sen 0 0<6<2rm
z = Rcost

(j) Hélice: ¢ y=Rsenf 0<6<2rm
z =k

(k) Lissajous (n,1): x = asen(nf + c¢),y = bsen(0)
(1) Tractriz: z = 1/ cosh(#),y = 0 — tanh(#)

Para R=1,a=1,b=2.
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6. Representar 3 de las siguientes superficies de R? (a elegir) utilizando el comando ContourPlot3D

7.

10.

Sy ={(z,y,2) € B : 2?/a? + y*/b* = 1}; (cilindro eliptico)

Sy = {(z,y,2) € R : 22 /a? — y?/b* = 1}; (cilindro hiperbélico)
Ss = {(z,y,2) € R : 22 = y}; (cilindro parabdlico)

Sy ={(z,y,2) e R’ i—; + ‘Z—j = i—j}, (cono eliptico)

Ss = {(z,y,2) e R? i—; + ‘z—j — i—; = 1}; (hiperboloide una hoja)
Se ={(z,y,2) e R : i—; — ‘Z—j — ‘é—; = 1}; (hiperboloide dos hojas)
St ={(z,y,2) e R? i—; + ‘Z—j = Z2}; (paraboloide eliptico))

Ss = {(2,y,2) € R’ i—j - ‘Z—j = Z};(paraboloide hiperbélico)

Sy = {(z,y,2) € B3 : Zr + L 4 2 = 1};(elipsoide)

Tomando, por ejemplo, a=b=c=1.

Representar las siguientes superficies parametrizadas:

x =rcosf
(a) Cono: ¢ y=rsenf 0<60<2m,0<r<o00
z=r

= Rsenfcos ¢
(b) Esfera: { y = Rsenflseng 0<O<m0<¢p<m
z = Rcosf

x = (R; + Ry cosf) cos ¢
(c) Toro: ¢ y=(Ry+ Raocosf)seng 0<60<2m,0<¢p<2m
z = Rysenf

Para R=1,Ri =2 > Ry = 1.

Dibujar las curvas (y superficies) de nivel f(7) = k de las siguientes funciones:

zy)=a’ —y* D) fle,y) =sen(wy) cos(ay) ¢) flz,y,z) =D
d) f(z,y) = Va? —azy e) f(z,y) = 2*/2+y*/[3 f) fz,y,2) = m

&
~
kﬁ
—~

Dibujar las siguientes funciones vectoriales:

—

a) fla,y) = (2,9)/ (2> +9°) D) f(z,9) = (4,0)
) fla.y) = (~y.) Q) floy) = (0.1-a2), -1 <a <1
e) f(z,y) = (z,—y) f) f(z,y) = (1+2,0)

Representar el campo eléctrico

= T Y T Y
E($7 y) =q1 ) +q2 )

(@ + 12 +2)*2 (@ + 12 +y2)*? (@ =12 +92)*2 (@ — 12 +y2)*?
creado por dos cargas puntuales ¢; y ¢o localizadas en P, = (—1,0) y P, = (1,0) para: a) dos
cargas positivas g1 = ¢a = 1, b) dos cargas negativas g = g2 = —1, ¢) una positiva y otra negativa
@ =1q=-L
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Calculo diferencial e integral con Mathematica

m Resumen de comandos

CALCULO DIFERENCIAL

Limit[f[x],x—4] [imite de una funcién

D[f[x],X]=F"[x]=8x f[Xx] derivada (parcial) de una funcién
DIf[x]{x,2}]=f""[X]=dx x fIX] derivada (parcial) segunda
DIf[x].x,y]=0x,y X, Y] derivada cruzada

Derivativel[ny, Ny, ...] [T]1[X1, Xo, ...] eslaforma general dela funcién obtenida a partir de f deri-
vando n; veces con respecto al primer argumento X, N, Veces con respecto al segundo X,, y asi sucesiva-
mente. Por gjemplo:

fr esequivalentea Derivative [1] [f]

fr' esequivalentea Derivative[2] [f]

<<Calculus'Vector Analysis’ paquete necesario para hacer uso de Grad, Div, Curl, Laplacian.
Grad|[f,coordsystem] gradiente de un campo escalar f en un sistema de coordenadas
especificado

Div[v,coordsystem] divergencia de un campo vectorial v en un sistema de coordenadas
Curl[v,coordsystem] rotacional de un campo vectorial v en un sistema de coordenadas
Laplacian[f,coor dsystem] laplaciano de un campo escalar f en un sistema de coordenadas

CALCULO INTEGRAL

Integrate[f[x] ,x]:ff [x] dx integral indefinida
b
Integrate[f[X] ,{x,a,b}]:f f[x] dx integral definida
a
d b
Integrate[f[x,y],{x,c,d},{y,a,b}]:f cle fIx, yl dy integral miltiple
Cc a

NIntegrate[f[x] {x,a,b}] integral numérica
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BUSQUEDA DE RAICES, MAXIMOS Y MINIMOS (NUMERICAMENTE)

FindRoot[f[x]==0, {x, x0}] busca una raiz de f(x)=0 en un entorno de x0

FindRoot[f[x]==0, {x, x0,xmin,xmax}] busca unaraiz de f(x)=0 en un entorno de x0 sin salirse del intervalo
[xmin,xmax]

FindRoot[{f[x,y]==0,9[X,y]==0} {x,x0} ,{y,y0}] busca raices de sistemas de ecuaciones

FindMinimum [f, {x,X0}] busca un minimo def alrededor de x0

FindMinimum [f,{x, X0, xmin, xmax}] busca un minimo def alrededor de x0 sin salirse del intervalo
[xmin,xmax]

FindMinimum[f, {X, X0}, { y,y0}, ... 1 busca un minimo para una funcion de varias variables

ConstrainedMin [f, {desigualdades},{x, y, ... }1 busca un minimo condicionado a ciertas ligaduras

ConstrainedMax [f, {desgualdades}, {x, y, ... }1 busca un minimo condicionado a ciertas ligaduras

m Calculo de Limites

Para calcular limites limf(x) de funciones redes de variable real, Mathematica dispone de la
X—=a

sentencia :  Limit[f(x), x->a] . Por gjemplo, para obtener lim,_o == | la sintaxis es la
siguiente:

= Limit[Sin[ax] /x, x->0]

outlll= o

Los limites | ateral es se obtienen mediante | as sentencias:

Limit[f(x), x->a, Direction->1] limite lateral por la derecha

Limit[f(x), x->a, Direction->-1] limite lateral por laizquierda.

Por ggemplo, para la funcién f(x)=1/x, los limites |laterales a laizquierday ala derecha de
x=0 son:
ni= Limit[l1/x, x->0, Direction -> -1]
Limit[1l/x, x-> 0, Direction -> 1]
out2]l=

ougl: -
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Ejercicio

log x°
X 1

3t 1 + 5x+1
34+5X

tan(2 x)
X

a) Cacular: limy_,, limy 0= s limy Lo

b) Definir lafuncion f(X)= 11:))(@2 . Obtener: € valor de f enx=1, y loslimites cuando x tiendeal, a+ooy a

-c0. Dar lagréficadef en € intervalo [-5,5].

c¢) Estudiar la continuidad de lafuncion real de variable real g(x):

IX)= 1 S X

m Derivadas de funciones. Gradiente, divergenciay rotacional

Dada una funcién de una variable f(x) o de varias variables f(x1, Xz,..., Xn) queremos calcu-
lar su derivada o derivada parcial respecto alguna de sus variables. EI comando que realiza
ese cdculo con Mathematica es D[f,x] o D[f,x]. Por gemplo s queremos calcular la deri-
vada primeray segundade f(x)= sen(x) podemos hacerlo de cuatro formas:
In[4]:= ax Sin [X]
D[Sin[x], x]
Sin ' [x]

Derivative[l] [Sin] [x]

Ox,xSin[x]
D[Sin[x], {x, 2}]
Sin''[x]
Derivative[2] [Sin] [x]
outl4]= Cos [x]
outl5]= Cos [x]
outle]= Cos [x]

out[7]= Cos [x]

ougl= -Sin[x]
ou9]= -Sin[x]
out{10]= -Sin[x]
Ouf11= -Sin[x]

Donde, paralaopcion 8, Sin[x] utilizaremos la paleta BasicCalculations. Para calcular

la derivada parcial con respecto alavariable y de lafuncion f(xy) = X% Y2 podemos hacerlo
de estas tres formas:
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In[12]:=
flx ,y ]1:=x"2y"3;
oy f[x, vyl
D[f[x, y], Y]
Derivative[O0, 1] [£f] [x, Y]
ouf13= 3 x2 y?
oufudl= 3 x? y?

ou1sl= 3 x2 y?

donde hemos definido previamente la funcién. Para calcular derivadas de orden superior,

3 f .y, U2 S, .
como sz, delafuncionf(xy) = x* y°, escribiriamos:

mpe= D[E[x, y], %, {y, 2}]
Derivative[l, 2] [f] [x, Y]

Ooutf16l= 12Xy

Oout[l7]= 12Xy

Ejercicio
of of 9 f 93 f P —
Calcula ! a—y, 6X_(9y’ Wyax’ delafuncion f(X,y) = tan(y/ X)
También podemos calcular el gradiente de dicha funcion con € comando Grad, cargando previamente e
paguete
In[18]:= << Calculus VectorAnalysis"™
Grad[x"2y"3, Cartesian[x, y, z]]
oufi9 {2 xy>, 3x%2y?, 0}
donde hemos especificado que el sistemade coordenadas es €l cartesiano. Otros sistemas de coordenadas

internos en Mathematica son: Cylindrical[rho,phi,z] y Spherical[r, theta, phi]. Mathematica puede recordar-
nos la expresion del gradiente de una funcidn arbitraria f(r,4¢) en coordenadas esféricas sin mas que escribir:

In20]:= Grad[f[r, 6, ¢], Spherical[r, 6, ¢]]

(0,1,0) (0,0,1)
ouo= {£1°% [x, 6, @], £ [l::' ©, 9] Csclo]f . [, 8, ¢] }

donde f ™" simbolizaladerivadaparcial |-ésimarespecto ar, m-ésimarespecto ad y n-ésimarespecto a
&,

De lamisma forma, podemos calcular ladivergenciadel campo vectorial v(x,y,2)=xi+yj+zK,
n21]:= Div[{x, y, 2}, Cartesian[x, y, z]]

out21]= 3

o del campo gravitatorioF (r, 6, ¢) = —t/r? en coordenadasesféricas
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2= Div[{-1/r”*2, 0, 0}, Spherical[r, 6, ¢]]

out[22]= 0

gue nos indica que el campo gravitatorio es solenoidal (salvo en & punto r=0, donde el campo no esta
definido).

Paracalcular el rotacional de v(x,y,2)= £7-2j+zK, escribiremos:
3= Curl[{y/z, -x/z, z}, Cartesian[x, y, z]]

2
%' z}

X
out[23]= {—?, -

m Calculo de primitivas e integral definida

El comando que se utiliza para cacular la primitiva de una funcion f(x) es
Integrate[f[x],x]. Por ejemplo, para calcular una primitiva de f(X) = X° procedemos del
siguiente modo:

In[24]:=

Integrate[x” 2, x]

X3
out24l= ==

Si lo pretendemos es calcular la integral definida fa bf(x) dx, el comando que debemos usar
esIntegrate[f{x,a,b}].

1 , N

Entonces fo x dx se calcularia del modo siguiente:

In[25]:=

Integrate[x, {x, 0, 1}]

Out[25]= i

usl=
Para obtener una aproximacion numérica del valor de laintegral: Nintegrateff,{x,0,1}]. Por
gjemplo, existen integrales como

n26):= Integrate[Sin[x] /x, {x, 1, 2}]

ou26)= -SinIntegral[l] + SinIntegral[2]
que no pueden expresarse en términos d funciones elementales. Para obtener un valor
numMérico escribiremos:

In271:= NIntegrate[Sin[x] /x, {x, 1, 2}]

Oout27]= 0.65933
También es posible realizar integrales multiples definidas. Por g emplo:

In[28]:= Integrate[x"2 yv*4, {x, 0, 1}, {y, x"2, \/;}]

out[28]= 3
T 143
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que nos da la integral de X°y* en el recinto limitado por las curvas y=X° € y=v X.
Dibujémoslo:
In29]:= << Graphics FilledPlot"
FilledPlot[{x"2, Vx}, {x, 0, 1}]
1

O O O O

8
6
.4
2

0.20.40.60.8 1

outf30}= = Graphics -

m Busqueda de raices, maximos y minimos

Excepto para ecuaciones lineales o polinémicas, € calculo de raices de ecuaciones no admite, en general, una
solucién analitica. Son necesarios algoritmos numéricos como € método de la biseccion, €l de Newton, etc.
Mathematica dispone de comandos que utilizan métodos numéricos para €l célculo de raices. No obstante,
siempre debemos dar una pequefia ayuda y proporcionar un vaor tan cercano como sea posible a la raiz
buscada, con el objetivo también de disminuir € tiempo de busgueda. Por gjemplo, si queremos averiguar €l
punto de interseccion de las curvas y=€* e y=x?, es conveniente primero hacer una representacion gréfica
superpuesta de ambas funciones:

nB1:= Plot[{Exp[x], %2}, {x, -1, 1}1;

2.5

2

1.5

%
-1 -0.5 0.5 1

traslo cua sataalavistaque el punto de corte se encuentraen el intervalo [-1,-0.5]. Podemos utilizar €l
punto X,=-0.6 como punto de partida:
in32= FindRoot[Exp[x] == x2, {x, -0.6}]

out[32]= {x—>-0.703467}

obteniendo -0.703467 como un valor numérico aproximado para el punto de corte. Si existen varios puntos de
corte como en
in3l= Plot[Sin[x?], {x, -2, 2}]

1
.75
.5
0.R5

- =b.25
-0.5
-0.75

Oout[33]= = Graphics -

A

y sblo estamos interesados en uno de ellos, entonces especificaremos un intervalo de blsqueda; por g emplo,
el [1,2)]:
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in34:= FindRoot[Sin[x?] == 0, {x, 1.5, 1, 2}]

out[34]= {x —>1.77245}
También es posible calcular raices de ecuaciones en varias variables. Por g emplo, dibujemos la circunferencia
deradio 1y lafuncion y=xe*

In[35]:= << Graphics ImplicitPlot”
ImplicitPlot[{x"2+y"2==1, y==xExp[x]}, {x, -1, 1}]

out36}= = Graphics -
gue nos ofrece tres raices. una arededor de (x=-1,y=-0.5) , otraen (0,0) y otra arededor de (x=0.5,y=1).
Veamos latercera:

nB7:= FindRoot[{x% +y? ==1, y ==xExp[x]}, {x, .5}, {y, -9}]

out37= {x —> 0.513489, y—> 0.858096}
Recordemos que se trata de val ores aproximados. Por jemplo, lafuncion y=x* tiene evidentemente una raiz
en x=0, sin embargo Mathematica nos ofrece:

inBsl= FindRoot[x* ==0, {x, 1}]

out38]= {x—>0.0237573}

Si aumentamos la precision y e nimero de iteraciones:

inB9l= FindRoot[x* ==0, {x, 0.0237573},
AccuracyGoal » 24, WorkingPrecision - 34,
MaxIterations —» 50]

Out39)= {x —>4.247418856187920967704775348713908 x 1077}

Obtenemos un valor més cercano a cero, pero todaviano nulo...

Para la busqueda de minimos de funciones utilizaremos el comando FindM inimum. También es conveniente
realizar unarepresentacion gréfica previa paravisualizar el entorno donde localizar e minimo a buscar. Por
gjemplo:



58 Calculo diferencial eintegral con Mathematica.nb

X
In[40]:= 1>1ot[E +8in[x], {x, -10, 10}];

nos ofrece un minimo alrededor de, digamos, xo=5. El comando:
X
In[41]:= FindMinimum[; + 8in[x], {x, 5}]

out41l= {-0.0775897, {x—>4.51103}}
nosofrecex = 4.51103 como un val or aproximado parael minimo,
juntoconel valor —0.0775897 delafuncién f[x] =
X
e Sin[x] endichopunto. Parasuperficiescomoz = f[x, y] = x* + 3x2y + 5y? + X +,
es(til realizar previamente unarepresentaciénde sus curvasde nivel

In[42]:= ContourPlot[x4 +3x2y+5y2 +x+y, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

2F

-2 -1 0 1 2

outj42]= = ContourGraphics -

traslo cud, sataalavista que tenemos un minimo arededor de (x,y)=(0,0). Con estainformacion podemos
ecribir:

in43i= FindMinimum[x*+3x?y+5y2+x+y, {x, 0}, {y, 0}1]

outsl= {-0.832579, {x—>-0.886227, y > -0.335714}}

gue nos da como solucién numérica { x—-0.886227,y—-0.335714} . Todavia podemos ayudar alln mas a
Mathematica y decirle, ademas del punto de partida, ladireccion en lacual buscar. Por ejemplo, ladireccion
del gradiente:
In[44]:= gr = {D[x4+3x2y+5y2+x+y, x], D[x4+3x2y+5y2+x+y, v]1}
FindMinimum[x4 + 3 x2 y+5 y2 +x+y, {x, 0}, {y, 0}, Gradient - gr]

oud {1+4x>+6xy, 1+3x*+10y)

outdsl= {-0.832579, {x—> -0.886227, y > -0.335714}}

En este caso obtenemos un resultado idéntico al anterior.

Parafuncionesf lineales, € comando ConstrainedMin [f, {desigualdades},{x, y, ... }1 encuentrael
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minimo de f sujeta a ciertas condiciones (ligaduras o "constraints" ) expresadas en forma de desigual dades.
Por g emplo:

In[46:= ConstrainedMin[x+3y+ 7 z,
{x-3y<7,2x+3z25, x+y+z<10}, {x, y, z}]

Out[46]= {%, {x% %, y—->0, Z%O}}

0 bien maximos:
In47):= ConstrainedMax[x+y, {x< 1, y<2}, {x, yv}]

ouf47= {3, {x->1, y—>2}}

Este tipo de optimizacién aparece con frecuencia en problemas de "Programacion Lineal".



Ejercicios:

1. Calcular 4 de los siguientes limites (a elegir)

TCOST —Sens v . Inz
@I One O e
t | 1
(@ lim T o)y MGenma) -, Ine
z—7/2 tan(bz) =0 In(sen ) z—1 sen
1 1 In? (1 — 32?)
li ———— ). (h) L
(8) Limso (sem2 T wQ) (B) limg—o zt — xt cos? (2x)
“w T + ax®
o 1 — cos 3z . nx—1+bx2
(i) Timg o sen r2 () limg 0 In(z+1)

2. Dadas las funciones escalares

a) f(x,y) =2 —y* b)
d) f(z,y) = Va2 —zy e)

(xay) = Sen(iE + y) ) f( ) — aeb(a:2+y2+22)
f

f
flzy) = 2?2+ y*[3 1) f(z, )—m

y vectoriales

g) o(r) = ar h) 5(z,y) = (5 gz,mffy)
i)ﬁ(w,y)Z(—_yaﬂf)(/) j) v(z,y) = (0, ), -R<z <R
k) 77(96,1/):%(—%—?;,%—3;) D #(z,y) = 1 +y/(z* +1),0)

calcular:

(a) El gradiente V f

(b) La divergencia div(7) = V - &

(c) El rotacional rot(7) = V x @

(d) La divergencia del gradiente div(Vf) =V -
)
)
)

—

(V)
(e) La divergencia del rotacional div(V x @) = V - (V x 7)
(f) El rotacional del gradiente rot(Vf) = V x (Vf)

(g) El rotacional del rotacional rot(rot(#)) = V x (V x 7).
i Qué campos son conservativos (irrotacionales)?. ;Qué campos son solenoidales?.

3. Calcular 5 integrales a elegir entre:

(a) Funciones racionales [ iggg dzx

5 20z+6 1
(Z) fg;Z ?Z,m+2dx f %j%xfgx dz C) fl,z; 13d$
4) [ s e> / %dw /) | S de
g) f.r2—2.1:—|—2d ffI; +5L' mdx Z) fmdx

(b) Funciones trigonométricas | R(senz,cos z)dxz

a) fsen2”+1 x cos™ xdx b) [senmzsennzdr c¢) [sen*zdx

d) [ ida f senmz cosnzdr  f) [ cosmaz cos nedz
COST _ 1. tan x dx ’L) f 2—senx T
14-cosx 14-cos x 2+senx
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. . . . P/ Pr/ak
(¢) Funciones irracionales tipo [ R <:Jc, (‘gig) s (gﬁi’g) ) dz

a) w+md$ b) f T+1 d:I? C) f( dx

14+2/2z+1 V3 2—x)V/1-x
1
d) fac,/xddw e) [ \[\/%—flx fﬁf%

(d) Funciones irracionales tipo R(z, vV+z? + a?)dz

a) f—”i}ﬁdac b) f—””;_‘ldac c) f%dw

(e) Funciones irracionales tipo R(z, Vaz? + bz + ¢)dx

) [ Em Ve 9 ek

4. Calcular las siguientes integrales dobles:

(a) [ 1 I -2 V&2 + y?dzdy.
(b) |, '4 ¥ S22+ 2dydz.

(c) f1/2 fo Vi-a? (z2 4y )3/2dydx.

(d) 1/2 wy\/$2 + y2dzdy.

5. Comprobar que las siguientes funciones poseen una raiz f(z) = 0 en el intervalo especificado y calcularla
aproximadamente

(a) f(z) = x? — 4z + 4sen? z en el intervalo (1,3/2).
(b) f(z) = cos(z) — 222 en el intervalo (0,1).

1
(c¢) f(z)=— —tanz en el intervalo (0,7/2).
x

1
(d) f(x)= o 2% en el intervalo (0,1).
(e) f(x)=2""+¢e"+2cosz — 6 en el intervalo [1,3].

6. Hallar los extremos relativos de las funciones:

a) f(z,y) =y’ -2 =0,

b)  f(z,y) = 2%,

) flz,y) =" +y' =2z —y)?

d) f(z,y) =coszcosy,

e) flz,y,2) =x®+y* +22 —zy+x— 22
) flzy) =2"y* (1 -z —y),

g) [flzy) =2 +ay+y’ +1/z+1/y,
h)  f(x,y) =23 —y? + 2% + 3ay,
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Manipulacion de datos experimentales: ajustes e interpolaciéon

m Resumen de comandos

AJUSTE DE DATOS EXPERIMENTALES A UNA FAMILIA DE FUNCIONES

Fit[datos, funcs, vars] ajusta unatabla de valores " datos’ a una familia de funciones "funcs' (f;) enlas
variables"vars' (X, Vi, ...).

Los datos pueden venir en laforma: {{x1, ¥y, ..., T11.{X2, Vo, ..., T2} .. ),

oenlaforma {f,, f,, ... }. Enestecaso, Mathematica tomax; =1, 2, 3, ...

Por gjemplo, para:

Fit[{{Xl, yl! fl}v }1 {11 X, y}r {X1 y}]

Mathematica busca una funcién interpoladora de dos variables del tipo: z=f(x,y)=ag+a; X + a» y.

<<NumericalM ath’PolynomialFit"

PolynomialFit[datos,n] ajusta los datos a un polinomio de grado n por €l método de |os minimos cuadrados.

INTERPOLACION POR SEGMENTOS.

Interpolation[datos, InterpolationOrder -> n] ajusta puntos sucesivos de latabla a un polino-
mio de grado n (por defecto, Mathematica toma el valor n=3, si no se especifica nada), creando una funcién
aproximada que interpola una tabla de datos (la funcién es n veces derivable).

Los datos pueden venir enlaforma; {{x1, f1}, {x2, T5}, ... },

oenlaforma: {fq, f,, ...} (enestecaso, Mathematica tomax = 1, 2, 3, ... por defecto)

oenlaforma {{x,{f,,df;,ddf,, ... }}, ... } (cuando latablacontiene, ademéas de f;, los valores de sus
derivadas primeras df , segundas ddf , etc)
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oenlaforma {{xi1, vy, ..., f1}, ... }. (5 setratadefunciones de varias variables)

oenlaforma:  {{xq, yy, ..., {f.{dxf, dyf;, ... }},..}}. (S setratadefunciones de varias variables con sus
derivadas parciales)

Recordemos que para representar tablas de datos experimental es con barras de error disponemos de:
<< Graphics'Graphics’

ErroListPlot[lista] dibuja puntos de una tabla de valores{{x1,y1,error1},...} con barras de error

<<Graphics' M ultipleListPlot

MultipleListPlot[lista] dibuja puntos de una tabla de valores {{x1,y1,ErrorBar[elmin,elmax]},...} con
barras de error especificadas por la opcién ErrorBar en cada punto.

m Ajustes de datos experimentales a familias de funciones (minimos
cuadrados)

Ajustes a curvas arbitrarias

Supongamosque queremos verificar experimentalmente unateoriaque nosdice
guelarelaciénentrelapresion Py € volumenV deun cierto gas atemperaturafijaes:

P=P(V)=a/V +ay/V?

dondea; son constantesadeterminar experimentalmente. Supongamos
gueenel laboratorio obtenemosunatabla (P, V) conlossiguientesresultados
delosvaloresdelapresion paradiferentesvolumenesentre 1y 10litros

In[1:= presionvolumen = {{1, 0.75}, {2, 0.32}, {3, 0.19}, {4, 0.14},
{5, 0.11}, {6, 0.09}, {7, 0.08}, {8, 0.06}, {9, 0.06}, {10, 0.05}};

Representemos gréaficamente dichos datos experimental es en una grafica:

In2l:= pvl = ListPlot[presionvolumen,
PlotStyle » PointSize[0.02], AxesOrigin -> {1, 0}]

O O O O o o o
PN W 1oy

ouf2]= = Graphics -

Con & comando
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In8= funcpresvol = Fit[presionvolumen, {1/v, 1/v"*2}, v]

0.250082 . 0.501009

out[3)= -2 -

nos da la expresion de la funcion con los valoresde a; (a; = 0.250082, az = 0.501009) que
mejor se gjustan a los datos experimentales. Ahora podemos representar dicha funcién interpoladora

Inf4l:= pv2 = Plot[funcpresvol, {v, 1, 10}]

O O O O o o o
RN W 1oy

outf4]= = Graphics -

y superponerla con los datos experimental es

In5l:= Show[{pvl, pv2}]

O O O O O O o
R N W 1oy

0 2 4 6 8 10

ous]= = Graphics -

para comprobar si el gjuste es bueno o malo. En este caso, €l gjuste parece ser bueno. Si esto no fuese asi,
podriamos intentar un gjuste con otro tipo de funciones . Por jemplo, veamos qué pasa si afiadimos una
dependenciatipo logaritmico InV en el gjuste anterior:

inel= funcpresvol2 = Fit[presionvolumen, {1/v, 1/v"2, Log[v]}, V]

0.236932 . 0.513618

Out[6]= 72 v

-0.00140944 Log|[Vv]

Observamos que el coeficiente del logaritmo es bastante pequefio y que este término no modificamucho ala
expresion que ya teniamos. En definitiva, podemos decir que la predicidn de nuestra teoria es aceptable
(dentro de los posibles errores experimentales). Ahora estamos en condiciones de predecir valores de la
presién para valores del volumen distintos alos de latabla. Por g emplo, la prediccién de la presién paraun
volumen de 15 litros seria

In[7l:= funcpresvol /. v -> 15

ouf7]= 0.0345121
Las tablas de datos pueden venir con un cierto error experimental en laforma: lista={{x1,y1,errorl},...}. Por
gemplo:

ngl:= listaconerror = {{2, 5, 3}, {3, 12, 3}, {4, 3, 1}}

oufgl= {{2, 5, 3}, {3, 12, 3}, {4, 3, 1}}

Podria representarse mediante el paquete
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In[9]:= << Graphics Graphics”

y € comando

In[10]:= ErrorListPlot[listaconerror, AxesOrigin -> 0]

12

14
10

N Oy 00

2 2.5 3 3.5 4

out{10]= = Graphics -

gue afiade barras de error de longitud +3,+3 y +1 alos puntos{ x,y}={ 2,5} ,{ 3,12} y {4,3}. Si labarrade error
no tiene la mismalongitud por debajo que por encimadel punto, entonces se puede utilizar laopcién ErrorBar
descrita en el resuman de comandos o en la Ayuda ("Help") de Mathematica.

Ajustes polindmicos

Para el caso de gjustes de tipo polindmico, como el que puede relacionar ala presion con latemperatura (a
volumen constante):

P=P(M=a+ayT+aT?

para un conjunto de datos experimentales (T,P) con T entre 0y 100 grados centigrados:

In[11]:= presiontemperatura = {{0, 1}, {10, 14.62}, {20, 15.16},
{30, 54.95}, {40, 111.77}, {50, 152.36}, {60, 203.39},
{70, 299.13}, {80, 369.19}, {90, 488.08}, {100, 487.27}};
ptl = ListPlot[presiontemperatura, PlotStyle » PointSize[0.02]];

500 ° o
400
300 .
200 .

100 °

20 40 60 80 100
podriamos utilizar la opcién conocida:

in[13}= funcprestemp = Fit[presiontemperatura, {1, t, t"2}, t]

Show[{ptl, Plot[funcprestemp, {t, 0, 100}]}];

ouff13= -10.8306 +1.37888 t + 0.040459 t2
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500
400
300
200
100

20 40 60 80 100

500 o /o
400
300
200
100

20 40 60 80 100

o bien utilizar €l paquete

In[15]:= << NumericalMath PolynomialFit"~

y el comando

In[16]:= funcprestemp2 = PolynomialFit[presiontemperatura, 2];
Expand[funcprestemp2[t]]

oufi6]= -10.8306 +1.37888 t + 0.040459 t2

obteniendo resultados parecidos. La ventgja de Fit frente a PolynomialFit es que admite gjustes con funciones
arbitrarias, no necesariamente de tipo polinémico. Sin embargo, el comando Polynomial Fit es mucho mas
comodo cuando sabemos que la dependencia funcional es de tipo polinémico, pero desconocemos el grado del
mismo; podemos entondes ir probando con diferentes valores de n en Polynomial Fit[tabla,n] hasta compro-
bar qué polinomio de regresion se gjusta mejor.

Existen otros paguetes para ajustes de tipo trigonométrico, segmentario, etc, pero no entraremos en ello.

Terminemos resaltando que las funciones interpoladoras como funcprestemp pueden derivarse, integrarse,
etc: Por gemplo:

In[17:= D[funcprestemp, t]
Integrate[funcprestemp, t]

Out[17= 1.37888 + 0.0809179 t

oufigl= -10.8306t +0.689442 t2+0.0134863 t°

m Interpolacion por segmentos polinémicos

Lainterpolacion segmentaria consiste basicamente en gjustar puntos sucesivos de latabla (segmentos, en vez
de todalatabla) a un polinomio de grado n (por defecto, Mathematicatoma el valor n=3, si no se especifica
nada), creando unafuncidn que interpola unatabla de datos. Lafuncién asi definida es suave (sin puntos
angulosos) atrozos con derivadas suaves a trozos hasta orden n. Este tipo de agjuste es necesario cuando no
conocemos & comportamiento cualitativo de la funcién incdgnita en términos de funciones conocidas (como
sucede en el gjuste por minimos cuadrados con Fit).
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Por ejemplo, consideremos la siguiente lista que contiene estadisticas (mes, n° total de casos) con €l nimero
total de casos de SIDA en EEUU desde 1980 en sucesivos meses posteriores a esta fecha:

ni19)= sida = { {20, 110}, {21, 129}, {24, 220}, {26, 257}, {29, 439},
{31, 514}, {35, 878}, {37, 1029}, {41, 1756}, {44, 2057},
{49, 3512}, {52, 4115}, {59, 7025}, {62, 8229}, {67, 12067},
{69, 14049}, {73, 16458}, {83, 28098}, {89, 36058},
{98, 56575}, {119, 113891}, {143, 202843}, {151, 226252} };

Dibujemoslos puntos de esta tabla

In20]:= sidaplot =
ListPlot[sida, PlotStyle -» PointSize[0.02], PlotRange -> All]

L]

200000 i
150000
100000

50000 *

ll"

40 60 80 100120140

outf20}= = Graphics -

El comando

in21:= funcsida = Interpolation[sida, InterpolationOrder -> 4]
ou21]= InterpolatingFunction[{{20, 151}}, <>]

crea unafuncion interpoladora para la tabla de valores sida. Dibujemos dicha funcion superpuestaalatablade
valores:

In[22l= sidaplot2 = Plot[funcsida[x], {x, 20, 151}];
Show[{sidaplot, sidaplot2}];

100000
80000
60000
40000

20000

20 40 60 80 100120 140

200000

150000

100000

50000

40 60 80 100 120 140

Podemos calcular la derivada primeray segunda de esta funcién como:
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In[24:= dfuncsida = D[funcsida[x], x]
ddfuncsida = D[funcsida[x], {x, 2}]

General: :spelll
Possible spelling error: new symbol name "dfuncsida" is
similar to existing symbol "funcsida".

ou24= InterpolatingFunction[{{20, 151}}, <>][x]

General: :spelll
Possible spelling error: new symbol name "ddfuncsida" is
similar to existing symbol "dfuncsida".

out25= InterpolatingFunction[{{20, 151}}, <>][x]

y dibujar también sus gréficas:

In26]:= Plot[dfuncsida, {x, 20, 151}]
Plot[ddfuncsida, {x, 20, 151}]

3000
2000

1000

2040 60 8010@2@40
out[26]= = Graphics -

200
100

20 40760|80100aL2a¥ 0
-100

-200

out27]= = Graphics -

gue nos muestran que la tasa de crecimiento de SIDA (derivada primera) aumentacon el tiempo con altibajos,
presentando periodos donde el crecimiento es més acentuado (méximos, donde la segunda derivada de anula),
por ejemplo, entre los meses del 130 al 140. No obstante, |as derivadas presentan muchos altibajos debido a
los puntos angulosos de la funcién interpoladora. Si el ritmo de crecimiento del nimero de casos de sida
contindia en lamisma ténica, podemos utilizar 1a funcion interpoladora para hacer una prediccién del nimero
total de casos de sidaen el mes 160

Inf28:= funcsida[160] // N

InterpolatingFunction: :dmval
Input value {160} lies outside the range of data in the
interpolating function. Extrapolation will be used.

out[28]= 237165.

gue nos da un valor de 237165 casos. mathemética nos advierte de que el mes 160 cae fuera del rango de
interpolacién [20,151], donde lainterpolacion es més fiable.

Si, ademas de la funcidn, conocemos sus primeras derivadas en ciertos puntos, la funcién interpoladora sera
més precisa. Por jemplo, consideremos la siguiente tabla con valores {tiempo{posicion,velocidad}} dela
posiciony lavelocidad de un mévil en 12 instantes de tiempo igual mente espaciados entre t=0y t=6 segundos:
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In(29}= posivelotiempo = {{0, {0.017, 0.97}}, {0.5, {0.51, 0.75}},
{1, {0.87, 0.53}}, {1.5, {1.01, 0.078}}, {2, {0.98, -0.35}},
{2.5, {0.71, -0.76}}, {3, {0, -0.94}}, {3.5, {-0.24, -0.86}},
(4, {-0.61, -0.53}}, {4.5, {-1.06, -0.22}},
{5, {-0.88, 0.30}}, {5.5, {-0.65, 0.70}}, {6, {-0.37, 0.85}}};

Lafuncion

InB0:= funcposivelotiempo =
Interpolation[posivelotiempo, InterpolationOrder -> 2]

ouf30= InterpolatingFunction[{{0., 6.}}, <>]
interpola estos 12 valores a una funcién que podemos representar graficamente como:
In31]:= Plot[funcposivelotiempo[t], {t, 0, 6}]

1
0.5

-0.5

-1
Oout31]= =- Graphics -

gue nos indica un cierto caracter oscilatorio...
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m Ejercicios

1) En&ayar un gjuste de tipo exponencial { 1,Exp[x]} paralaevolucion delos casos de siday hacer una
representacion grafica de la diferencia entre este tipo de gjuste y el expuesto anteriormente (interpolacién de
orden 4)

2) Gastos de envio postal por afio

Lasiguiente es una lista de tasas de gastos de envio postal (en céntimos) en EEUU durante méas de un siglo.
Cada elemento de |alista consta de (afio,tasa de gastos)

postal= { {1885,2}, {1917,3}, {1919,2}, {1932,3}, {1958,4}, {1963,5}, {1968,6}, {1971,8}, {1974,10},
{1976,13}, {1978,15}, {1981,18}, {1982,20}, {1985,22}, {1988,25}, {1991,29}, {1995,32}, {1998,33} };

a) Buscar € mejor gjuste polindbmico para esta lista.
b) Comparar este gjuste con uno segmentario de orden 4.
¢) Hacer una prediccion de latasa de gastos para el afio 2002

d) Calcular las derivadas primeras y segundas de latasa de gastosy decir en qué periodo de afios €l aumento
fué més pronunciado.

3) Densidad del agua

Se sabe que ladensidad del agua alcanza un maximo a una temperatura ligeramente superior alatemperatura
de congelacién. Los siguientes datos, sacados del libro "CRC Handbook of Chemistry and Physics' dan la
densidad del aguaen gr/cm”*3 para 5 temperaturas en °C.

T -10 0 10 20 30

D .99815 .99987 .99973 .99823 .99567

1. Ajustar los datos a @) un polinomio p2densidad de grado dos, b) uno p3densidad de grado tres
2. Superponer los gréficos de latabla de valores y de los polinomios interpoladores

3. Usar el comando Solve[D[pjdensidad,t]==0], para encontrar latemperaturaalacua ladensidad es
méxima usando ambos ajustes j=2,3. ¢Obtienes valores parecidos?. Si no es asi, ¢cud te parece més fiable?.



Sucesiones y series con Mathematica

m Resumen de comandos

SUCESIONES Y SERIESNUMERICAS

Limit[a;, i —> oo] calcula€l limite de lasucesion a cuando i tiende ainfinito
imax

Sumla;, {i, imin,imax,paso}]= Z g; calculalasumade laserie (el paso es opcional eigual a1 por defecto)
i=imin

SERIES DE POTENCIAS

series[f, {X, Xo, n}1 genera una serie de potencias (desarrollo de Taylor) paralafuncion f arededor del
punto X = Xy hasta orden (x — X)".

Normal[series [f, {X, X9, N}11 ofreceel polinomio de Taylor de grado n.
series[f,{X, xo, Ny}, {y, Yo, Ny}1 parafunciones de varias variables.
SeriesCoefficient [serie, n] buscael coeficiente n-ésimo de la serie de potencias.

InverseSeries[S, X] cogelaserie sgeneradapor Series, y daunaserie paralainversade lafuncién
representada por s.

SeriesData[X, Xy, {ay, @, ... }, nmin, nmax, den] construye una serie de potencias en la variable x
alrededor del punto Xp. Los & son los coeficientes en la serie de potencias. Las potencias de (x-Xg) que
aparecen son nmin/den, (nmin+1) /den, ... , nmax/den.

SERIES DE FOURIER

<<Calculus'FourierTransform™ paquete a cargar

Fourier TrigSeried[f[t], t, k] calcula el desarrollo en serie trigonométrico de orden k de una funcion periddica
en el intervalo [-1/2,1/2)

Fourier CosCoefficient[f[t],t,n] calcula€el n-ésimo ¢, coeficiente en el desarrollo en serie de cosenos

Fourier SinCoefficient[f[t],t,n] calculae n-ésimo d, coeficiente en e desarrollo en serie de senos

NFourier TrigSeriegf[t], t, k] calcula € desarrollo en serie trigonométrico de orden k de una funcién
periédicaen e intervalo [-1/2,1/2] numéricamente

NFourier CosCoefficient[f[t],t,n] calcula e n-ésmo c, coeficiente en e desarrollo en serie de cosenos
numéricamente

NFourier SinCoefficient[f[t],t,n] calculael n-ésimo d,, coeficiente en &l desarrollo en serie de senos numérica-
mente
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Recordemos que el desarrollo de Fourier de una funcion en el intervalo (0,1) y en un intervalo arbitrario (a,b)
€es

(0,1} f(=co+ 3K chcos2ant) +dysinant)
fa, b} f®= (b2 (co+ 3K, chcos(2rbnt)+d,sin2xbnt))

donde:
1/2 1/2
(0, 1) cozﬁi/zf(t)clt cnzzﬁ/zf(t)cos(znnt)dt
(1-a)y2 (1/2lbol) (1-a)2 /2D
fa, by (1™ [ o fOdt 2(1b D22 [0 f(t) cos2abnt) dt

(0,1} dh=2[7, f(hsin@znt)at

@, bl 2(1b T2 Y £ty sin2xbnt)dt

—1/(2\bl)

Si no se especifica nada, Mathematica entiende que €l intervalo que se repite es el [-1/2,1/2]. Para modificar €
periodo T=b-ay €l intervalo [a,b] arepetir, introduciremos la opcion:

Fourier Parameter s»{a/(b-a),b/(b-a)}

m Calculo de limites, sumas parciales y series numéricas

Podemos hacer |imites de sucesiones como:

[ aee

2n+z

In[1]:= Limit[ ( >
n-=2z

oull= e*

o limites laterales de funciones como:

Vx2-6x+9
In2:= Limit [ —  , x> 3, Direction -~ 1]
x-3
Out2l= -1
Vx2-6x+9
In@l= Limit [ ——, x- 3, Direction-» —1]
x-3

out3l= 1

Para sumar numeros gue vienen dados por una cierta sucesiéon, como por gemplo calcular
la suma Y19 i2, Mathematica dispone del comando Sum, y el modo de utilizarlo es el
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siguiente. Por gemplo, para sumar los cuadrados de los primeros 10 nimeros naturales

10, i2 escribimos:

map= Sum[i*2, {i, 1, 10}]

outi4= 385

También se pueden hacer las sumas n-ésimas, asi como la suma de series numeéricas, es
decir expresiones como Y ,i? , y >, ()2 Para elo debemos escribir,
respectivamente,:

In[5]:= Sum[iA2, {i, 1, n}]

Out[5]= %n (1+n) (1 +2n)

mep= Sum[i” (-2), {i, 1, Infinity}]

out[6]= Lz
"6

Ejercicio
1) Calculalas siguientes sumasy productos:

Y20 3O @iy xBy el T0 24yl TN, @+

2) Calculalas siguientes series numéricas.

00 -nH" . 00 1 . oo 3n
n=1 " n ) n=1"7h n=0 1

m Series de potencias

Para obtener el desarrollo en serie de potencias de orden n de una funcion f(x) arededor del
punto x=a, disponemos de la sentencia : Serieq[f(x),{X,an}] , que nos proporciona la
formula de Taylor de orden n de la funcion f(x) en e punto x=a. Para obtener €l Polinomio
de Taylor de grado n de la funcién f(x) en & punto x=a: Normal[Serieq[f(x),{x,an}]]. Por
gemplo:

In[7:= senOserie7 = Series[Sin[x], {x, 0, 7}]

x3 x> x
Oout[7]= X - — + +
6 120 5040

7

orx)®

ofrece el desarrollo de orden 7 de lafuncidn seno en torno a x=0. Para obtener € polinomio de Taylor
escribimos:
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In[gl:= sen0poli7 = Normal [senOserie7]

3

X X X
Outf8]= X — — +
6 120 5040

5 7

El coeficiente del término de grado 5 se obtiene

In[9l= SeriesCoefficient[senlOserie7, 5]

Oout[9]= m

Una representacion gréfica conjunta de lafuncion seno y de su desarrollo de orden 7 en torno ax=0

In[10]:= Plot[{Sin[x], sen0poli7}, {x, 0, 2 Pi}]
1

-1
-2
-3
-4

out{10]= = Graphics -

nos indica que la aproximacion es buena cerca de x=0, pero que ambas graficas empiezan adivergir paulatina-
mente conforme nos al ejamos de dicho punto. En particular, |a aproximacién polindémica de grado 7 parece ser
bastante mala para puntos x>3. Si queremos un radio de "solapamiento” mayor, necesitamos afiadir mas
términos a desarrollo. Por g emplo:

In[11]:= senOseriel2 = Normal [Series[Sin[x], {x, 0, 12}]]:
Plot[{Sin[x], senOseriel2}, {x, 0, 2 Pi}]

1

out{12}= = Graphics -

Para obtener la serie inversa de otra dada se utiliza el comando Inver seSeries. Por ejemplo, dado el desarrollo
en serie del seno

In[13]:= s = Series[Sin[x], {x, 0, 9}]

3 XS X7 X9 10
Out[13]= - — - (6]
W3 X - ==+ 955 T Soao0 * 362880 O

Obtenemos €l desarrollo en serie del arcoseno mediante:
Inf14]:= is = InverseSeries|[s]

Out[14]= X + x + EES + 5 x7 + 35 % +O[x]10
upa= 6 40 112 ~ 1152

En efecto:
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In[15]:= Series[ArcSin[x], {x, 0, 9}]

Out[15]= X + x + EES + 5 x7 + 35 % +O[X]10
U 6 40 112 ~ 1152

nos ofrece la misma expersion. Podemos también escribir funciones asociadas a una serie con coeficientes
predeterminados:

In[16]= SeriesData[x, O, {1, -1/2,1/3, -1/4,1/5, -1/6,1/7}, 1, 8, 1]

2 x 6

x x4 x> x
oue= x - — + — - = 4 =
4 5

7
7—+X—+O[x]8
6 7

3
2 3
Ejercicio

Obtener el desarrolloenseriedeorden 3, 6y9 de: a)y= € entornoax=0, yb) y=
arctan(x) entornoax = 0.

Superpongalagréaficadelafunciénalade su desarrollo en seriede potenciasen un cierto interval o eidentifique
deformaaproximadalos puntosapartir delos cualesambasgraficasdifieren cuaitativamente.

m Series de Fourier

Parafunciones f(t) periddicas de periodo 1, es decir, que cumplen f(t)=f(t+1), como lafuncion "diente de
sierra’ 0 "mantisa’:

In[17:= mantisa = Plot[t - Round[t], {t, -1.5, 1.5}]

-1.5 /1 -0[.5 0{5 1.5

out{17}= = Graphics -

existe laposibilidad de aproximarlas por una serie trigonométrica
f)=co+ Zﬁzl Chcos2nnt) +d,sin(2xnt) . Paraello disponemos del paguete:

In[18]:= << Calculus FourierTransform™

y del comando:

In[19]:= FourierTrigSeries[t, t, 3]

Sin[2 rt] Sin[4 nt] Sin[6 T t]
Out[19]= = - 5 + 3

gue nos dala serie con k=3 términos. Representemos gréficamente dicha serie
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In201= Plot[%, {t, -1.5, 1.5}]

0.4
0.2
-11.5 /1 -0|.5 05 1.5
0f2
0.4
outf20}= = Graphics -
y superpongamosla alafuncion
In[21:= Show[mantisa, %]
0.4
0.2
-1\.5 41 -0|.5 015 1.5
02
4

out21}= = Graphics -

Para conseguir un mejor gjuste debemos aumentar €l nimero de términos, por ggemplo, de 3 a5 términos:
In22]:= FourierTrigSeries[t, t, 5]

Sin[2 t] Sin[4 nt] Sin[6 T t] Sin[8 t] Sin[1l0mt]
out[22]= - n _ n

7T 277 37T 4 7 5

In23l= Plot[%, {t, -1.5, 1.5}]

out23]= = Graphics -

In24]:= Show[mantisa, %]

Oout24]= = Graphics -

Observe que obtenemos un mejor gjuste al aumentar el nimero de términos. Paracalcular € coeficiente de
Fourier correspondiente al modo n-ésimo escribiremos:
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In25]:= FourierSinCoefficient[t, t, n]

-nCos[ns] +Sin[n )
n2 7T2

out[25]=

gue tiene un comportamiento del tipo 1/n, tipico de funciones periddicas con discontinuidades de salto finito.
Consideremos otras funciones definidas a trozos como la funcion salto de Heaviside:

In26]:= salto[t_ ] :=TIf[t=<0, -1, 1]
Plot[salto[t], {t, -1, 1}]

1
0.5

-1 -0.5 0.5 1
-0.5
H,

ou27]= = Graphics -

Si repetimos la gréfica de esta funcién ainterval os consecutivos (es decir, si construimos una funcion
periédicacon periodo 2=1-(-1) quesatade-lalenlosparesy dela-1enlosimpares), entonces sus
aproximaciones trigonométricas de orden 3,5y 7 son:

In28]:= fsalto = Table[FourierTrigSeries[salto[t], t,
n, FourierParameters-» {-1/2, 1/2}], {n, 3, 7, 2}]

General::spelll : Possible spelling error: new symbol
name "fsalto" is similar to existing symbol "salto".

42Y4gin[nt] . 42Y%g8in[3 t] 42Y% gin[nwt] . 42Y%3in[3 wt] . 42Y% gin[5t]
out[28]= T 37 T 37 57
ut[28]= 5174 ’ 21/4 ’
42Y%gin[nt] + 42Y% gin[3t] n 42Y%gin[5mt] n 42Y% gin[7mt]
bis 3 57T 7 }
21/4

Nétese que la opcién Fourier Parameter s»{-1/2,1/2} define una serie trigonométrica de periodo 2 en €l
intervalo [-1,1]; en general, parala serie trigonométrica de periodo T=b-a en € intervalo[a,b] escribiriamos:
Fourier Parameter s—{a/(b-a),b/(b-a)}. Si se omite esta opcién, Mathematica entiende por defecto que se
tratade Fourier Parameter s—{-1,1}. Superpongamos la gréficade lafuncién salto y de sus desarrollos de
Fourier deorden 3,5y 7:
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In291:= Plot[{salto[t], fsalto[[1]1]1}, {t, -1, 1}]
Plot[{salto[t], fsalto[[2]]}, {t, -1, 1}]
Plot[{salto[t], fsalto[[3]]1}, {t, -1, 1}]

1
0.5
- -0.5 0.5 1
-0.
.
outf29]= = Graphics -
1
0.5
- -0.5 0.5 1
-0
4 /™
Out30)= = Graphics -
1
0.5
- -0.5 0.5 1
-0.
\V4 \J
out3l}= = Graphics -

Vemos que €l desarrollo se gjustamejor (en media) alafuncion salto cuanto mayor es el orden.

Ejercicio

Obtener el desarrolloenseriedeorden 3, 6y9 de: f () =0site [-x, O], f () =sen(t)sit € [0, x].

Superpongalagréficadela

funciénaladesudesarrolloen seriede Fourier en €l intervalo[—, =].



Geometria de curvasy superficies

m Geometriadecurvasen € planoy e espacio

Longitud de una curva

Nos centraremos por ahora en curvas planas definidas en forma paramétrica, T(t) = (x(t), y(t) = x(t) T + y(t) ],
en vez delaformaexplicitay = f(x). Aqui t esel parametro (angulo, tiempo, etc) que nosdalaposicion
para cadavalor de t. Por ejemplo, las expresiones:

)= Clear[x, Yy, r, t]
x[t_]:= Codt]
yIt_1:= Sin[t]
rit_1:= {xItl, yltl}

definen las ecuaciones parameétricas de una circunferencia de radio 1, cuya representacion grafica puede
hacerse mediante el comando:

inB):=  circ = ParametricPlot[{x[t], Y[t]}, {t, O, 2 Pi}, AspectRatio - Automatic]

ous]= = Graphics -

Comencemos por encontrar lalongitud de dicha curva. Recuérdese que el espiritu del calculo radicaen
aproximar €l arco de curva por segmentos rectilineos. Por ejemplo, dividamos nuestra circunferencia en n=10
segmentos

infe:= N = 10;
2Pi
decacirc = ListPlot[Tabl€[r[i], {i, 0, 2Pi, —}],
n

PlotJoined » True, AspectRatio » Automatic, DisplayFunction —> Identity];
Show[decacirc, circ, DisplayFunction —> $DisplayFunction];

Notese que ésta es una aproximacion "decente” alacircunferencia. Fabriguemos unatabla con las longitudes
longseg([i]] de cada uno de estosi=1,...,10 segmentosy calculemos la suma de las longitudes de estos 10
segmentos:
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e a2 ), 2oz 2

L ength[longseq]

Nl >, longsegil]

i=1

Out[10]= 6.18034

(Repita & alumno este calculo para 20y 30 segmentos)

Conforme el nimero de segmentos (n) crece, la suma de sus longitudes se aproxima a la longitud exacta de la
circunferencia de radio 1 que, como sabemos, es 27~6.28319. Recordemos cémo se calcula lalongitud exacta
de una curva mediante el clculo integral. Llamemos d| alalongitud de un segmento infinitesimal. Usando
el teorema de Pitagoras vemos que:

dx®+dy?=dI? es decir, dl=vdx2+dy2, o0 escito en forma paramétrica
dl=vx®2+y @®*d= ||t @] dt

donde || V]| = ¥V V.v eslanormade un vector.

Sumando las longitudes de todos estos segmentos diferenciales tenemos que:
longitud = [ 17" () Il dt

donde r(t) = x(t)i + y(t) ] esuna curvaderivable en €l intervalo a < £ < b. En nuestro caso, lalongitud de la
circunferenciaes:

2n
In[11]:= Vo r[t].o; rt] dt
0
out[il]= 2 7T

Obteniendo el resultado que ya esperdbamos. Mathematica dispone del comando Ar cL engthFactor para
calcular laexpresion V 8, r[t].d; r[t] . En efecto:

2= VO r[t].0c r[t] // Simplify
<< Calculus VectorAnalysis”
ArcLengthFactor[{Cos[t], Sin[t], 0}, t, Cartesian] // Simplify

ouj12l= 1

oujid= 1

nos dan el mismo resultado (observe que hasido necesario cargar €l pagquete <<Calculus'Vector Analysis' y
escribir lacurva plana{Cod[t],Sin[t]} como unacurvaen € espacio {Cod[t],Sin[t],0} afiadiendo la
coordenada z=0). Laventaja del comando ArcL engthFactor es que permite curvas dadas en otros sistemas de
coordenadas que no sea €l cartesiano sin mas que modificar laopcidn Cartesian por Spherical, Cylindrical,
etc.
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Ejercicios

1) El calculo de este tipo de integrales suele ser bastante complicado, jincluso para Mathematica!. Por
giemplo, intente calcular lalongitud de unaelipse de semigjes2y 3.

X[t_]:=2Codt]
yl[t_]:=3Sin[t]
rt_J:={x[t].ylt]}

primero de forma aproximada (para 10 y 20 segmentos) y después de forma exacta. Se daré cuenta que la
integral no es expresable en términos de funciones elementales. Pruebe entonces unaintegracién numérica

2) Intente también €l célculo exacto de lalongitud de la pardbolay=x? paraxe[0,1]

3) Veasi es capaz de hacer |o propio para una curva en tres dimensiones como la hélice:

X[t_]:=Cod[t]
ylt_1:=Sin[t]
Z[t_]:=t
rlt_1:={x[t].y[t].z[t]}

entret=0y t=2x.

Parametrizacion de una curva por su longitud de arco

Hemos visto que lalongitud I(t) del arco de una curvar entre un punto ay otro arbitrario t se define como una
funcién I(t) = fa [I7"(W) || dw. Podemos crear nuestro propio comando para calcular longitudes de arcos de
curva de lasiguiente manera:

In[15]= Clear[r, x, y, a, b];

norma[x ] := Vx.x

b
longitudarco[r , a , b ] := J norma[fy r[#1]] d#1
a

Por ejemplo, paralahélice
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t
npel= r[t_] := {Codt], Sin[t], 5}

t
rtrayectoria= ParametricPlot3D[{Cos[t], Sin[t], 5} {t, —4x, 4x}];

dgSs
0.8

2
0

-2
-4
tenemos que lalongitud de un arco de hélice entre w=-4ry w=t es
in0l:= I[t_] := longitudarco[r, -4, t]
Bajo ciertas condiciones, estalongitud de arco I(t) tieneinversat(l), lacual podemos calcular mediante:

in11:= Solvel[t] ==, t]
tl 1=t/ %[l

oupr= {{£-- 21 *ﬁ%lo 1)
ouzz= -31 1/47\/10 T
10

Lacurvart(t) puede ahora parametrizarse en funcion de lalongitud | como t(l) = r(t(1)). Puesto que t vade
—4rxtodn,|irade I(—4n) al(4x). Veamos qué aspecto tiene la hélice parametrizada por lalongitud de arco:

in231:= ufl_] :=r[t[l]]
Simplify[u[l]]

. 31
Vel Dl Seral Kiver il o

VVeamos cud eslalongitud de arco parat=4r (parat=-4r lalongitud debe ser cero, ¢por qué?):

Out[24]= {Cos [

in2s= |[—4x]
l[4x] // N
outj25]= 0

out26l= 26.4922

Si queremos representar latrayectoriarecorrida por un mévil que se mueve sobre la hélice cuando éste ha
recorrido 1=10 unidades métricas, entonces debemos utilizar la parametrizacion en funcion delalongitud del
arco de curva
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In[27):= utrayectoria = ParametricPlot3D[ull], {I, O, 10}];

General: :spelll :
Possible spelling error: new symbol name "utrayectoria" is
similar to existing symbol "rtrayectoria'.

ParametricPlot3D: :ppcom :
Function u[l] cannot be compiled; plotting
will proceed with the uncompiled function.

Comparemos con la trayectoriat(t) parametrizada en funcion det

in28l:= Show[GraphicsArray[{rtrayectoria, utrayectoria}]l;

Ladiferenciaestden que l=10 implicat<4r. En efecto:
Inf29}= t[10] // N
out29)= -3.07954

es decir, unalongitud de arco |=10 es equivalente at~-3.07954; 0 sea, el mévil harecorrido algo mas del 37%

de su trayectoria entre t=-4ry t=4. Otro aspecto interesante de parametrizar una curva por lalongitud de

arco es que €l vector tangente siempre tiene longitud 1; en efecto:

inzol= U’[l]
. -31+4+10 n -31+4+/10 &
p— 3 Sln[T} 3 Cos [T} 1 }
\/10 ' V10 " /10

inE1:= Simplify[u’[I]1]

. 1 1
oo {__3 Sln[}ffa] 3 Cos[ jif} 1 }

V10 ' \/10 " 410

n21= Simplify[Vu [I.w[1] ]

ouzz= 1
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Ejercicio

Un movil se desplaza sobre una parébolay=x? desde x=0 hasta x=4. Proporcione una expresion de la posicion
{x(),y()} del mévil en funcion delalongitud | del arco de curvarecorrido. Haga una representacion gréfica de
latrayectoriadel movil desde x=0 hastax=4y de latrayectoria desde |=0 hastal=15. ¢Cud es el espacio total
recorrido desde x=0 hastax=4 2.

Vector tangente y normal a una curva: curvaturay torsion
Veamos que v(t) = T' (t) es un vector tangente ala curvar(t). Como g emplo utilizaremos la pardbola:

in331= Clear[x, Yy, r, V]
X[t ]:=t
ylt 1:=t2
rit_I:= {xItl, yItl}
parabola = ParametricPlot[r[t], {t, —3, 3}, PlotStyle —> Dashing[{0.02}1];
ParametricPlot: :ppcom :
Function r[t] cannot be compiled; plotting
will proceed with the uncompiled function.

/
/

N & O 00

-3 -2-1 1 2 3

El vector tangente unitario se calculacomo:

Tt
n(38:= vult_] := L
Vrotlrftl
Simplify[vu[t]]
out[39]= { = 2t }

Vivatz | Af1+ace

Representemos gréficamente el vector unitario tangente a la parébola en varios puntos

Inf40]= << Graphics PlotField
vlistplot = ListPlotVector Field[Table[{r[i], vulil}, {i, —3, 3}1, AspectRatio - Automatic];

/

/

\

El vector normal unitario se calcula como:
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vu’ [t]
In[42l= nuft ] :=

\/vu’ [t].vu [t]
Simplify[nu[t]]

out[43]= {—2t % V1+4t?, % \/1+4t2}
(1+4t2) (1+4¢t2)

Representemos gréaficamente el vector unitario normal alaparébola en varios puntos

In44]:= nlistplot = ListPlotVectorField][
Table[{r[i], nu[i]}, {i, -3, 3}], AspectRatio » Automatic];

General: :spelll :
Possible spelling error: new symbol name "nlistplot" is
similar to existing symbol "vlistplot".

— —_—

Juntando las tres gréficas obtenemos:

in@s:=  Showl[{parabola, vlistplot, nlistplot}, AspectRatio - Automatic, PlotRange - {0, 10}];

10
~

T 4 \/
Lol
_1\\

1 2 3

-3-2
Que nos muestra el "biedro" de Frenet en los puntos x=-3,-2,-1,0,1,2,3. Observe que 1i(t) = v'(t)/||v' (1) || es

perpendicular a vector tangente, 1o que implica que es perpendicular ala curva. El vector normal unitario 1i(t)
puede también escribirse como:

__v® 4
ni(t) = POTEGIE (demuestrelO)

donde 4(t) eslacurvatura. Recordemos que la curvaturarepresentalavariacion del vector tangente con
respecto alalongitud de arco:

NOSEX
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Como funcién det, lareglade la cadena nos da:

k@ = VOl /1T Ol

Laideaesque, s lavariacion de direccion del vector tangente es muy grande, entonces la curva se curva
("dobla") de forma considerable.

Si la curva esta parametrizada por lalongitud de arco |, €l vector normal es simplemente:
nl) = % /(). (demuéstrelo)

Lo mismo que hemos definido un comando paralalongitud del arco de curva, podemos definir otro parala
curvatura de la siguiente manera:

Inf46]:= curvatura[r , t_] := Module[{vu, k},
vu[t] =D[r[t], t] /Sqgrt[D[r[t], t].D[r[t], t]]:
k = Sgrt[D[vu[t], t].D[vu[t], t]] /Sqgrt[D[r[t], t].D[r[t], t]]:
Return[k]]

Por gjemplo, la curvaturade la pardbolaes:
in@a71:=  Simplify[curvatura[r, t]]
2 1

(1+4t2)°

V1+4t2

outj47]=

gue se simplificaa 2 / V(l+4 t2)3 . Representemos €l valor de la curvatura de la parabola en funcion del
parametro t:

In[48]:= Plot[z/\/ (1+4 t2)3 , {t, -3, 3}]
2
1.

0/5

-3 -2-1 1 2 3

outj48]= = Graphics -
Vemos que la pardbola y=x? se curvamés "intensamente" en las cercanias de x=0.
Para curvas en € espacio disponemos de mas recursos graficos para visualizar la curvatura, tales como el uso

de colores. Por ejemplo, consideremos una hélice resultante al enrollar un cable alo largo de un cilindro
eliptico de semigjes1y 2:
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In[49]:=

Clear([x, y, 2z, ¥, V]
x[t_] :=Cos[t]
y[t ] :=28in[t]
z[t ] :=¢t

hit_ ] := {x[t], y[t], z[t]}
heliceliptica = ParametricPlot3D[h[t],
{t, 0, 2Pi}, ViewPoint -> {-0.531, 1.647, 3.507}];

ParametricPlot3D: :ppcom :
Function h[t] cannot be compiled; plotting

will proceed with the uncompiled function.

-210‘53—0._5_L

Su curvatura es.

In5):= Simplify[curvaturalh, t]]

out[55]=

2 13-3 Cos[2 t]
(7+3 Cos[2t])?

A/7+3Cos[2t]

Representemos gréficamente la curvatura como una funcion det:

In[56]:=

out[56]=

Plot

\/7+3Cos[2 t]

2 ’ 13-3 Cos[2 t]
Triacearo £112
(7+3 Cos[2 t])

, {t, 0, 2Pi}, AxesOrigin -> {0, 0}]

- Graphics -

Vemos que la curvatura presenta maximos en t=n/2 y t=3x/2. Definiendo un color distinto paralacurvatura de
la hélice eliptica en cada punto t como:

in57}= colorhelip[t_] := Hue|

13-3 Cos[2 t]
2.\ ST
(7+3 Cos[2 t])

\/7+3Cos[2 t]
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Podemos crear un gréfico de dicha curva coloreado de acuerdo con laintensidad de la curvatura por medio de:

In58]:)= ParametricPlot3D[{Cos[t], 2 Sin[t], t, colorhelip[t]}, {t, 0, 2 Pi},
PlotLabel -> "hélice eliptica coloreada segin curvatura",
ViewPoint -> {-0.531, 1.647, 3.507}]

lca coldargagda segl
2020 g 5

out58]= = Graphics3D -

de manera que las zonas rojas se corresponden con puntos de mayor curvatura que las verdes. También

podemos usar €l recurso del grosor de linea
13-3 Cos[2 t]
2 2
\[ (7+3 Cos[2 t])
/ 15]

In[59]= grosorhelip[t ] := Thickness
V7 + 3 Cos[2 t]

(n6tese que hemos dividido por 15 para no tener un grosor excesivo) paradar idea de las zonas de mayor
curvatura, como:

In60]:= ParametricPlot3D[{Cos[t], 2 Sin[t], t, grosorhelip[t]}, {t, 0, 2 Pi},
PlotLabel -> "hélice eliptica coloreada segin curvatura",
ViewPoint -> {-0.531, 1.647, 3.507}]

za coldyppadda segl
-2 'a%_o__‘rﬂ_

outje0]= = Graphics3D =

de manera que |as zonas de mayor curvatura aparecen con un grosor de linea mayor.

También podemos definir un comando paralatorsion T(t):% como:
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in61l= torsion[r , t ] := Module[{V, T},
V[t] =D[r[t], t]:
T = Cross[V[t], D[V[t], t]].D[V[t], t]/

Sgrt[Cross[r[t], V[t]] .Cross[r[t], V[t]]]:
Return|
T]]
de manera que latorsiéon de lahélice eipticaes:
ne2):= Simplify[torsion[h, t]]
outl62l= 0

Sedejaa aumno € hacer una representaci 6n grafica coloreada, y otra de grosor, de lahélice eliptica de
acuerdo con latorsion.

Ejercicio

Realice una representaci 6n gréfica coloreada,y otra de grosor, de la curvade Vidiani

X(t)=(1+cos(t)), y(t)=sin(t), z(t)=2sin(t/2), O<t<4r

de acuerdo con la curvaturay latorsion. Realice también un gréfico superpuesto con el triedro de Frenet
(utilice solo el vector tangentey € normal).

Velocidad y aceleracion

Si una particula se mueve de manera que, en €l instantet, su posicién viene dada por r(t) = {x(t), y(t), z(t)},
entonces su velocidad viene dada por w(t) = 7' (t) = {X'(t), y' (), ' (t)}. Lavelocidad es tangente ala trayecto-
ria en todos los puntos (donde no se anula). Por gjemplo, dada la siguiente trayectoria:

ine3= Clear][r, t];
rit_1:={tCodt], t Sin[t], t};

remolino =
ParametricPlot3D[{t Codt], t Sin[t], t}, {t, O, 6 Pi}, ViewPoint —> {-1.258, 3.293, 0.875}]
-10
10 ©
15
10
5
0
10
0 _10
oute5]= = Graphics3D -

Lavelocidad se calcula como:

inesl:= Clear[v];
v[t_1:=r'[t]
Simplify[v[t]]

ouegl= {Cos|[t] -t Sin[t], t Cos[t] +Sin[t], 1}

Representemos gréficamente lavelocidad en 40 puntos de la trayectoria anterior
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infe9]:= << Graphics PlotField3D
velolistplot = ListPlotVector Field3D[Table[{r[i], V[il}, {i, O, 6 Pi, 6 Pi /40}],
AspectRatio -» Automatic, ViewPoint —> {—1.258, 3.293, 0.875}, VectorHeads— True]

ou[70]= = Graphics3D -

Delamismaforma, la aceleracion viene dada por:

n[7i= af[t_ ] :=v'[t]
Simplify[a[t]]

ouf72)= {-t Cos[t] -2 8Sin[t], 2Cos[t] -t Sin[t], 0}

Representemos gréficamente la aceleracion en 40 puntos de la trayectoria anterior

In[73]:= acelistplot = ListPlotVectorField3D|[
Table[{r[i], a[i]}, {i, 0, 6 Pi, 6 Pi /15}], AspectRatio -» Automatic,
ViewPoint -> {-1.258, 3.293, 0.875}, VectorHeads - True]

ou[73= - Graphics3D -

0 desde otro punto de vista (visto desde arriba):
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in[741= ListPlotVector Field3D[Table[{r[il, alil}, {i, O, 6 Pi, 6 Pi /10}],
AspectRatio -» Automatic, ViewPoint —> {0.033, 0.069, 5.763}, VectorHeads— True]

out[74]= = Graphics3D =

gue indica que la acel eracién apunta hacia adentro de latrayectoriay aumenta conforme nos elevamos en
atura

Ejercicio

Haga una representacion gréfica de lavelocidad y aceleracion de un planeta en su movimiento alrededor de
unaestrella siguiendo unatrayectoria eliptica de semigjes4y 1

X(t)=4cos(t), y(t)=sen(t)

en los 8 puntos siguientes t=0, n/4, 27/4, 3n/4, , 5n/4, 6nl4 'y Tnl4

Componentestangencial y normal dela aceleracién

Las componentes intrinsecas de la aceleracion

a(t) = a(h) v+ an(t)n

componente tangencial: a, = 3%,

componentenormal:  a, = V2 «=V?/R

dondev = vV eslavelocidad (médulo por vector unitario), « eslacurvaturay h el vector normal. Veamos
como calcular y representar dichas componentes. Tomemos como gjemplo la elipse de semigjes 3y 1.
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in7sl:= Clear([r, t]
rit_1:={3Codt], Sin[t]}
elip = ParametricPlot[{3 Cod[t], Sin[t]}, {t, O, 2x},
AspectRatio - Automatic, PlotStyle —> Dashing[{0.02}], Axes —> False];

Lavelocidad, su médulo y su direccion y el vector normal unitario son:

infz8l:= V[t_]:=r'[t]; V[t]
vmod[t_] := Vr/[tl.r’[t]; Simplify[vmod][t]]
r[tl

vuft_] := ———; Simplify[vu[t]]
v r/[tl.r[t]
vu'[t] o
nuft_] := ————; Simplify[nu[t]]
v vu/[t].vu[t]

ouf7gl= {-3 Sin[t], Cos[t]}

out79)= /5 - 4 Cos[2 t]

ous0)= {7 3S8in[t] Cos[t] }
J5-4Cos[2t]  +5-4Cos[2¢t]
sl {7 Cos|[t] o 3Sin[t] }
L (5-4Cos[2t])?? — L (5-4Cos[2t])>?

(5-4 Cos[2t])? (5-4 Cos[2t])?

Laaceleracion es:
ins21= Clear[al,
alt_1:=r”"[t]; Simplify[a[t]]
oug3)= {-3 Cos[t], -Sin[t]}

L as componentes tangencial y normal se obtienen proyectando sobre |0s vectores unitarios tangencial y
normal:

In84:= Clear[at, an];
at[t ] := (a[t].vu[t]) vu[t]
an[t ] := (a[t].nu[t]) nu[t]

El radio de curvaturaes R= V2 / a,, 0 sea

In[87:= rcurv[t_ ] :=vmod[t] A2/\/an[t] .an[t] ; Simplify[rcurv[t]]
Plot[rcurv[t], {t, 0, 2 Pi}]

1
out[s7]= 373

1
3 (5—4Cos[2t] )

8
6
4
2

1 2 3 4 5 6

out88]= - Graphics -
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gue presenta maximos en t=x/2 y t=3n/2. Representemos la aceleracion tangencial y normal en graficos
superpuestos:

In[89:= << Graphics PlotField~
atlistplot = ListPlotVectorField[Table[{r[i], at[i]},
{i, 0, 2Pi, 2Pi/16}], AspectRatio » Automatic];

AN
==

In@1]:= << Graphics PlotField~
anlistplot = ListPlotVectorField[Table[{r[i], an[i]},
{i, 0, 2Pi, 2Pi/16}], AspectRatio -» Automatic];

General: :spell
Possible spelling error: new symbol name "anlistplot" is
similar to existing symbols {atlistplot, nlistplot}.

Superpongamos los gréficos de la elipsey las componentes tangencial y normal de la aceleracion:

In[93:= Show[elip, atlistplot, anlistplot]

out93]= - Graphics -

Observamos que la acel eracion tangencial es nulaen t=0,7/2,7, y 37/2. Hagamos una representacion grafica
conjunta de los modulos de la aceleracion y de sus componentes intrinsecas
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In[94:= << Graphics Legend”

Plot[{Va[t].a[t], Vat[t].at[t], Van[t].an[t] }, {t, 0, 27},
PlotStyle » {GrayLevel[0], Dashing[{.01}], Dashing[{.03}]},
PlotLegend -> {"a(t)", "ac(t)", "an(t)"},

LegendPosition -> {1, —0.4}]

Y
(2 B N O B \O R 62 BN VN

out95]= = Graphics -

Vemos que la aceleracion total nuncaes nula. También vemos que, cuando la aceleracion normal es maxima,
la aceleracion tangencial esminimay viceversa.

Ejercicio
Calcular las componentes intrinsecas de |a acel eracion para una particula moviéndose alo largo de una
hipérbola equilteray=1/x con x(t)=t? + 1, y(t)=1/(t> + 1) en € intervalo -0.5=t<0.5. Representar gréfica-

mente € radio de curvatura, las componentes intrinsecas de la aceleracién y sus médul os en funcion del
tiempo tal y como se hace en €l texto.

m Geometria de superficies

Superficies parametrizadas: plano tangente y area

Para una curva, la recta tangente en un punto juega un papel fundamental como aproximacion lineal de la
curvaen dicho punto. Para una superficie es el plano tangente en un punto quien juega este papel. Considere-
mos por g emplo laesferade radio 1 parametrizada en coordenadas esféricas:

infesl:= Clear[r, u, v];
rfu_, v_1:={Codu] Sin[vl, Sin[u] Sin[v], Cosv]}
esfera = ParametricPlot3D[{ Cog[u] Sin[v], Sin[u] Sin[v], CodV1}, {u, O, 2x}, {v, O, #};

Para encontrar el plano tangente alaesferaen el punto (u,v)=(#4,44)-> (x,y,2)=(1/2,1/2,1/+/2) podemos
empezar por calcular el vector normal alaesferaen un puntoni = 9, (U, v)xa,T(u, V) (producto vectorial de
los vectores tangentes alos paralelos v=cte, y alos meridianos u=cte, respectivamente) y particularizarlo a
(uV)=(#4,44), como:
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In99]:= Clear[vn];
vn =98yr[u, v] x8yr[u, v];
Simplify[vn]
vhn0=vn /. {u->Pi/ 4, v->Pi/4}

2

ouf1o1= {-Cos[u] Sin[v]?, -Sin[u] Sin[v]?, -Cos[v] Sin[v]}

1 1
out[102]= }

1
{ 242" 242" 2
Laecuacion del plano tangente ala superficie en un punto vy vendra dada entonces por (T — To) @ Trg =0.
Dibujémodo:

In[103:= << Graphics ContourPlot3D"
ptesfera = Contour Plot3D|

(v, z}—r[%, %]).(vn [ {u- %, Vo %}), x -1 1, fy, -1, 1, {z, -1, 1}]

out[104]= = Graphics3D -

y utilizando gréficos superpuestos:

Inf105]:= Show|[esfera, ptesfera]

out[105}= = Graphics3D -
En vez de representar €l plano tangente como unacurva de nivel de
F(X, ¥, 2) = ny(X — Xg) + Na(Y — Yo) + N3(Z — 25) = 0 usando Contour Plot3D, otra opcion es despejar

Z=[-ny(X—Xo) = No(Y — Yo) + N3 Z0] /N3 y usar Plot3D
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¥ V4
in[06}:= nl= (vn [ Au- e VS —})[[1]]

S IS

n2=(vn/. {u- % Vo —})[[2]]

N

n3=(vn/. {u- % V- —})[[3]]

N

o=r[Z I

xX0=r|—, —
[ 710
0 [71' 7!'][[2]1
=r|—, —

Y 4’ 4

20 = r[%, %][[3]]

1
outj106]= —
2+/2
Out[107] =
u = —
2+/2
1
ouf10g}= -
QOut[109 1
u = —
09} -
Out[110= 1
R
ou[111] 1
u = —
A2

—n1(xX—-x0)—-n2(y-y0) +n3z0
n3

In[llZ]:: pteSferaZ = P|0t3D[ ’ {Xy _11 1}1 {yv _11 l}]a

N
N
NSNS
NN
NN
NN

Podemos calcular la superficie de |a esfera mediante laintegral foﬂ( 02” Il duT(u, V)xdyr(u, V) || du) dv donde

[| dyT(u, V)xd,T(u, V) ||=[n|| es el mbédulo del vector normal. En efecto, laintegral:

T 2 7
In[114]:= j [I \/(aur(u, v) x0,r(u, v)).(Oyr(u, v) x0,r(u, v)) du|dv
0 0

out[114]= 4 7T



Geometria de curvasy superficies.nb 99

nos dala superficie de laesferaderadio 1.

Superficies en forma implicitay area

Para superficies dadas de formaimplicita F(x,y,2)=0 (consideraremos la forma explicita z= S(x,y) como un
caso particular de formaimplicita F(x,y,2=Sx,y)-z=0) , recuerde que el vector gradiente
n=VF =(xF, 0y F, 9, F) esnormal alasuperficie F(x,y,2=0 en cada punto.

Nétese que, como un caso particular de parametrizacion T(u, v), siempre podemos tomar:
X=u

y=Vv

z=9Uu, V)

entonces se tiene que | os vectores tangentes ala superficie en las direcciones x=cte=z e y=cte=z son:

Byt = 0t = (1,0, 84S
Oyt =8yt = (0, 1, 8,9)

de donde se obtiene e vector normal ala superficie:

BuT X T = (—0xS, =8,S, 1)

que coincide con VF = (6« F, dy F, 8, F) cuando F(x,y,2)=S(x,y)-Z

Tomemos como ejemplo un paraboloide:

infa15:= Clear[S, F, X, y]
SIX,y 1:i=1-x%-y?
FIX,, y_, z1:=8xyl-z2
paraboloide = Plot3D[S]X, 1, {X, =1, 1}, {y, =1, 1}]

ouj118]= = SurfaceGraphics -

El vector normal a Sen un punto arbitrario (x,y,2) es.
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inf119]:= Clear[vn]
<< Calculus'Vector Analysis
vn = Grad[F[X, Y, z], Cartesian[x, y, Z]]
ouf121}= {-2x, -2y, -1}
El plano tangente a paraboloide en el punto (x,y,2)=(1/2,1/2,1/2) se representa como:

In[122]:= << Graphics ContourPlot3D"”
ptparaboloide = ContourPlot3D[

({ }-{1/2, 172, 1/2}) ( / L L ! )
X, Y, 2} - ’ ’ v/ {xos —, vy —, 25 — 1],
Y { 2 Y 2 2}

{x, -1, 1}, {y, -1, 1}, {z, -1, 1}]

out[123]= = Graphics3D -

Que superpuesto a parabol oide queda:

In[124:= Show[paraboloide, ptparaboloide]

Out[124]= = Graphics3D -

El &reade laporcidn de paraboloide por encima del cuadrado [-0.5,0.5]%[-0.5,0.5] se puede calcular como

0.5 0.5
f (f 1 dx)dy. Més explicitamente:

05\J-05 [Nk
0.5 0.5
1
In[125]:= AbS[ m dx dly]
-0.5 -0.5 m

Out[125]= 1.28079

donde se hatomado el valor absoluto debido a que la proyeccion h @ k del vector normal calculado {-2 x,-2
y,-1} sobre el gje z es negativa

Ejercicio

Hallar el plano tangentey el areade las siguientes superficies en e punto que seindica:

a) Superficie generada a revolucionar lacurva: y=sen(x), O<x<s, entorno a e X. Punto x=x/2.

b) Sillade montar: z=y? —x?, -1=x<1, -1<y<1. Punto (x,y,)=(1/2,1/2,0).



Operadores vectoriales en coordenadas curvilineas

m Coordenadas curvilineas ortogonales. Factores de escala. Cambio de base

Cuando fijamos un sistema de referencia respecto al cual medir longitudes o angulos, tres niimeros bastan para
identificar la posicién de un punto en el espacio. Estos tres niimeros pueden escogerse de mdltiples formas.
Dependiendo de la geometriadel problema, unos sistemas de coordenadas pueden resultar mas Utiles que
otros, en el sentido de que las ecuaciones implicadas admiten una forma méas simple. Mathematica tiene
incorporados varios sistemas de coordenadas dentro del paquete <<Calculus'VectorAnaysis', entre ellos:
coordenadas cartesianas (Cartesian), esféricas (Spherical) y cilindricas (Cylindrical), que son los que nosotros
utilizaremos mayormente.

Sistemas de coordenadas curvilineas :

Bipolar Bispherical
Cartesian ConfocalEllipsoidal
ConfocalParaboloidal Conical

Cylindrical EllipticCylindrical
OblateSpheroidal ParabolicCylindrical
Paraboloidal ProlateSpheroidal
Spherical Toroidal

Por defecto, Mathematica trabaja en coordenadas cartesianas x, y, z. Para obtener el cambio de cartesianas a,
por ggemplo, cilindricas, debemos escribir:

In[1:= << Calculus VectorAnalysis"™
{p, ¢, 2} = CoordinatesFromCartesian[{x, y, 2}, Cylindrical]

out[2]= {Vx24-y2, ArcTan([x, V], z}

gue nos reproduce el conocido cambio de cartesianas acilindricas. El cambio inverso se puede obtener
mediante

In[8l= Clear[x, y, z, p, ] (*es conveniente borrar antes los
valores anteriores para evitar errores recursivosx)
{x, y, 2} = CoordinatesToCartesian[{p, ¢, 2z}, Cylindrical]

oua= {p Cos[¢], pSin[¢], z}

El vector ©,=0, T (tangente a alas curvas ¢=cte, z=cte), & v;=d, T (tangente a alas curvasr=cte, z=cte) y e
v,=0, T (tangente a alas curvas r=cte, ¢=cte) se calculan como:
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nEl= r={x, v, 2};

v, =0,r
V¢ = 6¢r
vy, =0z1¢

oufel= {Cos[¢], Sin[¢], 0}
ouf= {-p Sin[¢], p Cos[¢], 0)
outgl= {0, 0, 1}

De aqui obtenemos los factores de escala

ngk= hy = Simplify[Vv,.v, ]
hy = Simplify[m]
h, = Simplify[m]
out[9]= 1
ouiol= Vp?
oufli1l]= 1

L os vectores unitarios tangentes a las curvas coordenadas r, 6, z son pues:
In[12]= e, = Simplify[v, / h,]
ey = Simplify[vy / hy]
e, = Simplify[v, / h;]

ouf12l= {Cos[¢], Sin[¢], 0}

~pSin[¢] pCosl[¢] 0}
N N

ouf14= {0, 0, 1}

out[13]= {

y lamatriz de paso de coordenadas cartesianas a cilindricas se puede escribir como:

In[15]= cartesf = {ey, €4, ez}; MatrixForm[cartesf]

Out[15]//MatrixForm=
Cos[¢] Sinf[¢] O

_ pSin[¢] o Cos[9] 0
Vor Vor
0 0 1

Asi, dado un campo de vectores F=F, i+Fyj+F/k en coordenadas cartesianas, |as correspondientes compo-
nentes en coordenadas cilindricas F=F, e,+F, e;,+F, e, se calculan:

inf16):= {Fp, F¢, Fz} = cartesf. {Fx, Fy, Fz}

General::spelll : Possible spelling error: new
symbol name "F¢" is similar to existing symbol "Fp".

. Fy p Cos[¢] Fxp Sin[¢]
outi16l= {Fx Cos|[¢] + Fy Sin[¢], - , Fz
o | = AR, p)

Por gjemplo, dado el campo de vectores: F = (xy, X2 + Y2, X/ y) en coordenadas cartesianas, sus compo-
nentes en coordenadas cilindricas son:

7= {Fo, F¢, Fz} = Simplify[cartesf.{x vy, x? +y?, x/y}]

ouf17]= {% p? (3+Cos[2¢]) Sin[e], p/o? Cos[9]?, Cot[¢]}
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Mathematica dispone de comandos que realizan muchas de |as anteriores operaciones. Por gjemplo, los
vectores v,=d, T (tangente a alas curvas ¢=cte, z=cte), el v,=d, T (tangente a alas curvasr=cte, z=cte) y €
v,=d, T (tangente a alas curvas r=cte, ¢p=cte) aparecen como las columnas de la matriz jacobiana de la
transformacion a coordenadas cilindricas, la cual se obtiene como:

In[18]:= MatrixForm[JacobianMatrix[Cylindrical[p, ¢, z]]]
Out[18]//MatrixForm=
Cos[¢] -psSin[¢] 0
Sin[¢] pCos[¢] O
0 0 1

o sea,

In[19]:= v = Transpose[JacobianMatrix[Cylindrical[p, ¢, z]]]

oufro)= {{Cos[¢], Sin[¢], 0}, {-p Sin[¢], pCos[¢], 0}, {0, 0, 1}}

nos da unalista donde, por g emplo, laprimerafila
In201:= v[[1]]

ou20)= {Cos[¢], Sin[¢], 0}

coincidecon Vv, calculado anteriormente. También existe un comando paraobtener losfactoresde escala:
In21]:= h = ScaleFactors[Cylindrical[p, ¢, z]]
ouf1l= {1, o, 1}
Asi, lamatriz ortonormal de cambio de coordenadas cartesianas a esféricas se obtiene dividiendo |os vectores
tangentes por sus madul os (los factores de escala) como:
2= e=v/h
oufz}= {{Cos[¢], Sin[¢], 0}, {-Sin[¢], Cos[¢], 0}, {0, O, 1}}

que coincide con lamatriz cartesf calculada anteriormente, cuyas filas son los vectores unitarios e, €5 y €;.
En efecto:

n23)= e[[1]]
e[[2]]
e[[3]]

ou23]= {Cos[¢], Sin[¢], 0}
ou24= {-Sin[¢], Cos[¢], 0}
outesj= {0, 0, 1}

Vemos pues € significado y la utilidad de los comandos JacobianM atrix y ScaleFactors, que hacen més

facil el calculo delamatriz de cambio de base. Por otra parte, tenemos también un comando para el determi-
nante de la matriz jacobiana:

In[26]:= JacobianDeterminant[Cylindrical[p, ¢, z]]

outj26l= O

gue coincide con @ producto de los factores de escala. Este jacobiano aparece, como sabemos, en |os cambios
de coordenadas cartesianas a cilindricas en integrales triples.



104 Operadores vectoriales en coordenadas curvilineas.nb

Ejercicio

(Yz, XZ,Xy)

Obtener laexpresion del campo F = (Fy, Fy, F) = e

en coordenadas esféricasF = (F;, F4, Fy)

m Operadores vectoriales en coordenadas curvilineas

Estamos en condiciones de obtener la expresion de los operadores vectoriales: Gradiente, Divergencia,
Rotacional y Laplaciano, sobre funciones escalares y vectoriales dadas en diferentes sistemas de coordenadas.
El sistema de coordenadas en que Mathematica trabaja por defecto es

In27]:= {CoordinateSystem, Coordinates[]}
ou27}= {Cartesian, {Xx, Yy, Zz}}

es decir, coordenadas cartesianas representadas por defecto por: "Xx,Yy,Zz". Si queremos usar la nomencla
turausud: "x,y,z", o cualquier otra a nuestro gusto, deberemos usar el comando:

n[28]:= Clear([x, y, z]:
SetCoordinates[Cartesian[x, y, z]]
ou29]= Cartesian[x, vy, z]

donde es conveniente borrar de memoria cualquier valor previo de x,y,z. Definamos unafuncion escalar f y
otravectoria v arbitrarias:

nBo= £I[x,y,z]
v={vxI[x,y,z]l,vylx,y,z]l,vzIx,y,z]}
ou30l= f£[x, v, z]
OUt[sl]: {VX[XI y’ Z] I VY[XI YI Z] ’ VZ[XI YI Z}}
Podemos obtener la expresion general del gradiente de f en las coordenadas por defecto
(cartesianas) escribiendo:
n@32l= Grad[f[x, y, z]]

oupz (£ [x, v, 2], £OMV[x, v, 2], £0%Y[x, v, 2]}

donde f*%9[x, y, zZ] simboliza la derivada parcial primera de f respecto a x (laprimeracoordenada),
y asi sucesivamente. El rotacional de v en cartesianas se obtiene:

In[33:= Curl [v]

00 x, v, z] +vz @Y [x, y, z],

vx (0:0.1) [x, v, 2] — vz (0.0 [x, v, 2],
10 1x, y, 2] vy 00 1%, y, 2])

ouasl= {-vy'
-VX

y ladivergenciade v:
In(34]:= Div[v]

o,1,o>[

ouaal= vz %0V [x, v, z] + vy! X, v, 2] +vx1 09 %, v, z]

Proving the well known identity

Probemos que ladivergenciadel rotacional esnula: Ve(Vxv) = 0O:
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In[35]:= Div [Curl[v]]

ou[3s]= 0

asi como que el rotacional del gradiente estambién cero: Vx(Vf)=0

In@6:= Curl [Grad[flx,y,z]l]]

ou36l= {0, 0, 0}

El comando L aplacian calculael laplaciano A=V? =V=V de una funcion escalar
In37):= Laplacian[f[x,y,z]]
ouer= £19%% [x, y, 2] + £92% [x, y, 2] + £2 0% [x, vy, z]
Podemos ver la expresidn de estos operadores (gradiente, rotacional, divergenciay laplaciano) en

otros sistemas de coordenadas. Por ejemplo, establezcamos como sistema de coordenadas por
defecto el sistema de coordenadas esféricas:

In3gl:= Clear[r, 6, ¢];
SetCoordinates[Spherical[r, €, ¢]]

ou39]= Spherical[r, €, ¢]

El rango de variacion de las coordenadas r,0,¢ en €l sistema de coordenadas por defecto (ahora el esférico)
viene dado por:

In[40]:= CoordinateRanges]|]
ouf40]= {0 =r<ow, 0O <, —T<P =7}
El gradiente de unafuncion escalar en coordenadas esféricas es ahora:

in41= Grad[f[r, 6, ¢]]

(0,1,0) (0,0,1)
out[41]= {f<l’0’0> [r, o, ¢] , £ [;l O, CbJ , CSC[QJ f = [r, O, CbJ }

y €l laplaciano:
In@421= Laplacian[f[r,6,¢]]

out[42]= (Csc[O] (Csc[o] £%%2) [r, 6, ¢] +

7z
Cos[6] £%Y% [r, 6, ¢] +Sin[s] £°2% [r, 0, ¢] +
2rSin[e] £*%% [r, 6, ¢] +r?Sin[o] £2 %% [r, 0, ¢]))

Ladivergenciay e rotacional de un campo vectoria V (r, 6, ¢) = V; & + V, & + V, & dado en esféricastiene
lasiguiente "pinta’:

In43):= Div[{Vr, VO, V¢}]
Curl[{Vr, Ve, V¢}]

General::spell : Possible spelling error: new symbol
name "V¢" is similar to existing symbols {F¢, Vo}.
Csc[6] (rVeCos[6] +2rVr Sin[&])
]_’2
V¢ Cot [O] V¢ V6 }

out44]= {7, e =
r r r

out43]=

Por gjemplo, tomemos como caso particular el campo gravitatorio G = riz f,y el campoF = r% f los cuales
escribiremos como:
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ngsl= G={1/r*2, 0, 0};
F={1/r"3, 0, 0};

Ladivergenciay € rotacional de estor campos es:

In[471:= Div[G]

Div[F]
Curl[G]
Curl[F]
outl47]= 0
_ 1
Out[48]= ey

outl49= {0, 0, 0}
outs01= {0, 0, 0}
Que nos muestran que (salvo en r=0 donde dichos campos no estan definidos) el campo gravitatorio es

solenoidal (tiene divergencianula) y conservativo (rotacional nulo), mientras que el inverso del cubo dela
distancia es también conservativo, pero no es solenoidal .

Podemos calcular €l rotaciona y ladivergencia del campo de "remolino™:
Vi, ¢, 2=V, 8,+Vs&+V; I?zpiz &, en cilindricas sin necesidad de cambiar el sistema de coordenadas por
defecto, mediante la opcion:

n[51:= Clear[p, ¢, 2]:
Curl[{0, 1/p"2, 0}, Cylindrical[p, ¢, z]]
Div[{0, 1/p”2, 0}, Cylindrical[p, ¢, z]]
1
outsz= {0, 0, _F}

ouj53l= 0

gue nos dice que e "remolino" es solenoidal (divergencia nul@) e irrotacional (no conservativo).

Otros comandos Utiles son:

CrossProduct [v1,v2] que proporcionael producto vectorial,
DotProduct [v1l,v2] que proporcionael producto escalary

ScalarTripleProduct[vl,v2,v3] que da e producto escalar triple vie(v2 x v3) (el
volumen del paralelepipedo definido por los vectoresvl, v2,v3)

de vectores dados en un cierto sistema de coordenadas. Por ejemplo, los vectores

In54= vl ={1, 1, 1};
v2={1,1, 0};

(dados en coordenadas cartesianas (x,y,z)) se escriben en coordenadas esféricas (r,6,¢) como:
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In56]:= vle = CoordinatesFromCartesian[vl, Spherical]
v2e = CoordinatesFromCartesian[v2, Spherical]

Oout[56]= {\/?, ArcCos{

1 s
\E}, Z}

out[57]= {\/5, g, %}

No obstante, su producto escalar no depende del sistema de coordenadas elegido:

In58:)= DotProduct[vle, v2e, Spherical]
DotProduct[vl, v2, Cartesian]

out[s8]= 2
out[59]= 2
Ejercicios

y
X2+y2' X242’
proporcionesu expresion en coordenadascilindricasy
calculesudivergenciay surotacional. ¢Esconservativo?, ¢essolenoidal ?

1) Dado el campo : F(X,Y, 2) = ( O)encoordenadascartesjanas

2) Dados | os siguientes campos escalares f y vectoriales V en coordenadas:
cilindricas:

fi(p, ¢, 2 = p* Z sin()

Vo, ¢, 2 =1{Z, 2, p}

folp, 0, 2=22p

Va(p, ¢, 2) = {cos($), —sin(¢), O}

y esféricas:

f3(r, 6, ¢) = r sin(¢)
V(r, 6, ¢) = {sin(¢), O, cos(6)}

Cdcular:
2.9) El gradiente, ladivergenciay el rotacional. ¢Qué campos son conservativos?, ¢cudles son solenoidales?.
2.b) Verifique que € rotacional del gradientey la divergenciadel rotacional son nulos

3) Verifique que:

‘//1(.0:¢vz): pn COS(n¢) ) l//Z(P%Z): pn S.n(n ¢)1 1//3(9%2): Inp ) l//4(Pa¢aZ): ‘/pzj-?

son soluciones de la ecuacion de Laplace V2y = 0 en coordenadas cilindricas.
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m Soluciones exactas con DSolve

Resumen de comandos

DSolve[edo==0,y,x] dalasolucién general de una EDO en términos de la funcién y[x].

DSolve[{edo==0,condinic},y,x] resuelve una EDO en términos de lafuncidn y[x] con condicionesiniciales
condinic.

DSolve[{edo1==0,ed02==0,...},{y1,y2,...} ,x] resuelve un sistemade EDOs en términos de |as funciones
y1[x], y2[X], etc.

DSolve[edp==0,y,{x1,x2,...}] resuelve una EDP (ecuacion en derivadas parciales) en términos de lafuncién
yIx1,x2,...].

el paguete <<Calculus'DSolvel ntegrals’ proporciona "integrales completas' para EDPs mediante el
comando:

Completel ntegral[edp==0,y,{x1,X2,...}]

El comando DSolve encuentra soluciones analiticas (no numéricas) para un nimero cadavez mayor de
ecuaciones diferenciales. Por gemplo:

m DSolve resuelve EDOs lineales con coeficientes constantes de cualquier orden y muchas ecuaciones
lineal es de hasta segundo orden con coeficientes no constantes.

m DSolve incluye procedimientos generales para EDOs no lineales cuyas soluciones vienen tratadas en libros
de texto y manuales.

m DSolve puede encontrar soluciones generales para ecuaciones en derivadas parciales lineales (y
"débilmente no lineales"). Téngase en cuenta que | as ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no
lineales no presentan usual mente una solucion general explicita (éste es un campo de investigacion importante
donde es necesario avanzar)

Ejemplos de EDOs de orden 1. Isoclinas y método de Euler

Consideremos la ecuacién diferencial y'=x. El campo de direcciones (isoclinas) asociado a esta ecuacion
diferencia esv(x, y) = (1, y") = (1, X), que representan vectores tangentes ala trayectoriay(x) en cada punto.
La representacion gréafica del mismo se realiza mediante:
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In[1]:= << Graphics PlotField"~
isoclinas = PlotVectorField[{1, x}, {x, -3, 3}, {y, -3, 3}]:
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La solucion general de la ecuacion diferencial y'=x viene dada por:

In[3:= DSolve[y'[x] ==x, y[x], x]

Out[3]= {{y[x] - i +C[1]

2

y

gue nos da unafamilia uniparamétrica de curvas, donde C[1] representala constante de integracion. Represente-
mos varias curvas de estafamilia pero, paraello, definamos lafamiliay(x,c) para distintas condiciones ini-
ciaes y(0) = ¢ como unafuncién sol[x,c] de dos variables:

In4l= Clear[y, x, c];

sol[x , c ] :=y[x] /. DSolve[{y'[x] ==x, y[0] ==c}, y[x], x]

Definamos unatabla con los 7 miembros c=-2,-1.5,...,0.5,1 de dicha familia uniparamétrica de curvas y

representémosla graficamente:

infel:= familia = Table[sol[x, c¢], {c, -2, 1, 0.5}];
familiaplot = Plot [Evaluate[familia], {x, -2.5, 2.5}]

_Wz

ouf7]= = Graphics -

Superponiendo dichas curvas con el campo de direcciones (isoclinas):

In[gl:= Show[isoclinas, familiaplot]
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\
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ougl= = Graphics
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RN NN

vemos que el campo de direcciones es, efectivamente, tangente alafamilia de curvas en cada punto.
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Ejercicio

Dibuje el campo de direcciones (isoclinas) de la ecuacion diferencial y'=x3-x en e cuadrado (x,y)e[-2,2] x[-3,3]
y superponga dicho gréfico a de lafamilia de soluciones con condicionesiniciales y(0)=c=-1,-0.5,0,0.5,1

Método de Euler: Aungue Mathematica dispone de métodos numéricos relativamente exactos para resolver
ecuaciones diferencial es, disefiemos nosotros mismos un algoritmo para un método "grosero” (Poco preciso,
no refinado) como es €l de Euler. Esto nos sirve como "modelo de juguete” para saber cualitativamente como
funcionan otros méodos numéricos més sofisticadosy como evaluar el error numérico cometido. Por gemplo,
tomemos la ecuacion lineal no homogénea de primer orden y' = f(x, y) = X2 + v, con la condicién inicial
y(0)=1. Aunque sabemos resolver dicha ecuacion de forma exacta, abordaremos el problema de forma
numéricay compararemos la solucion numérica con la exacta para evaluar €l error cometido y asi hacer un test
anuestro método numérico. Supongamos que queremos una solucion numéricade laEDO anterior en €l
intervalo xe[0,1]. Paraello dividimos el intervalo [0,1] en, por jemplo, 10 trozos, tomando un paso h=0.1y
obteniendo asi 11 puntos equiespaciados: Xo = 0, x; = 0.1, ..., Xk = Xo +kh, ..., X130 = 1. Introduzcamos
dichainformacion en el programa

In[o.= Clear[f, x, y, h, k]:
flx , v ]1:=x"2+y;
h=0.1; x[0] =0;
x[k ] :=x[0] +k=x*h

Discretizando laderivada y' () ~ (Y(Xks1) — YX%))/ h = (Yk+1 — Yk)/ h obtenemos la version en diferencias
finitas yx = Yko1 + h f (X1, Yke1) delaecuacion diferencial y' = (X, y). Introduzcamos dicha ecuacion en el
programay representemos |los 11 puntos (Xo, Yo), ---» (X10, Y10):

In[13]:= y[0] = 1;
ylk ] :=y[k-1] +hx£f[x[k-1], y[k-1]1]:
eulerplot = ListPlot[Table[{x[k], y[k]}, {k, 0, 10}]]

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Oout[15]= = Graphics -
Calculemos la solucion exactay representémosla graficamente (cambiaremos x> t, y«»>z para evitar
incompatibilidades)

Inji6]= exacta = DSolve[{z'[t] ==t*2+z[t], z[0] ==1}, z, t]
exactaplot = Plot[z[t] /. exacta, {t, 0, 1}]

ouftel= {{z > (-2+3 e -24#1-#1°&)}}

3

0.2 0.4 0.6 0.8 1

ouj17}= = Graphics -

Superpongamos la solucién exactay la numérica:
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In[18]:= Show[eulerplot, exactaplot]

3

out[18]= = Graphics -

Vemos como la solucion numérica se aparta progresivamente de la exacta conforme nos algjamos del punto
inicial (Xo, Yo) = (0, 1). Podemos evaluar el error cometido en el Gltimo punto (Xio, Y10) oMo Y(1) — yio:

In[19]:= Evaluate[z[1l] /. exacta] -y[10]
out[19]= {0.214244}

Esdecir, €l error esde 0.214244

Ejercicio

Repitalos pasos anteriores para 21 puntos, es decir, tomando como paso la mitad del anterior: h=0.05. Evalle
el error cometido en el célculo numérico de y(1). ¢Es € error mayor o menor que parael caso h=0.172.

Ejemplos de EDOs de orden 2. Diagrama de fases

Consideremos la ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes x''(t)=kx(t) que
puede representar |a ecuacion de un oscilador armdnico simple atractivo parak<0 y repulsivo parak>0. La
solucion general de esta ecuacion se obtiene:

In201:= Clear[x, t]:;
DSolve[x''[t] ==k x[t], x[t], t]

ouf21= {{x[t] SeVkE o] +<e*/?tc[2}}}

V emos gue contiene dos constantes arbitrarias C[1] y C[2], como corresponde a una EDO de orden 2.

Tomemos el oscilador atractivo con k = —wj3 =-2'y condicionesiniciales x(0)=1, x'(0)=0 (velocidad inicial
nula); ahorala solucion sera

In[22:= xoscatract =DSolve[{x''[t] == -2x[t], x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, t]
ouf2zl= {{x - (Cos[+/2 #1] &)}}
que representa un movimiento arménico simple de amplitud 1y frecuenciawo = V2. Pararepresentar gréfica-
mente la posicién x en funcidn del tiempo t escribiremos:

n(23l:= Plot[x[t] /. xoscatract, {t, 0, 2 Pi}, AxesLabel -> {"t", "x[t]"}]

x[t]
1
NN
t
1\ 2 4 5\
0 N 7Y

-1

ou23]= = Graphics -



Ecuaciones diferenciales ordinarias.nb 113

donde observamos que €l periodo del movimiento es T= i—’; =2 / V2 ~ 4.44288. Pararepresentar |a
velocidad v[t]=x'[t] en funcién del tiempo escribimos:

In[24]:= Plot [x '[t] /. xoscatract,

{t, 0, 2Pi/+/2}, AxesLabel -> {"t", "v[t]"}]

vit]

1
0.5

-0.5 1 3 4
-1

Oout24]= = Graphics -

t

También podemos hacer una representacion de la velocidad v[x] en funcion de la posicién x ("diagrama de
fases") por medio de un gréfico en forma paramétrica

In25]:= ParametricPlot [Evaluate [{x[t], x'[t]} /. xoscatract],

{t, 0, 2Pi/+/2}, AxesLabel -> {"x", "v[x]"}]

v [x]
1
0.5
X
-1 -0.5 5| 0.5
w

ou25]= = Graphics -

gue nos da una érbita cerrada (elipse), caracteristica de los sistemas periddicos.

Veamos qué pasa con €l oscilador repulsivo para k=2 e idénticas condicionesiniciales que parael atractivo

In26:= xoscrepul = DSolve[{x''[t] ==2x([t], x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, t]
Plot[x[t] /. xoscrepul, {t, 0, Pi}, AxesLabel -> {"t", "x[t]"}]

Out[26]= {{x» (e’\/?#l (% + % ezﬁm) &)}}

0.511.52 2.53

out27]= = Graphics -

Vemos que la particula se dlgja de su posiciéninicial x(0)=1 de formaexponencial. Latrayectoriano se repite
aintervalos de tiempo fijos T; es decir, adiferencia del oscilador atractivo, €l oscilador repulsivo no esun
sistemna periddico. Veamos que sus trayectorias en el plano de fases tampoco son cerradas:
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In28]:= ParametricPlot [Evaluate [{x[t], x'"[t]} /. xoscrepul],
{t. 0, 2Pi/+2}, axesLabel -> {"x", "v[x]"}]

vix]
200

150
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50

X
20 40 60 80 100120140

ou28)= - Graphics -

Ejercicio

Dibuje latrayectoriaen € plano x-t y en el plano de fases x-x' de un oscilador arménico simple atractivo con
k = —wj = —5 que parte de la posicion x(0)=0 con velocidad x'(0)=1. Tome el intervalo t0,T = i—z .
Sistemas de EDOs

También podemaos resolver sistemas de EDOs,introduciendo éstas mediante una lista.Por gjemplo, para
{ V1= _y2‘

resolver el sistemade dos EDOs lineales con coeficientes constantes y v escribiremos:
2=—"Y1
in29}= DSolve[{yl[x] == -y2'[x], y2[x] == -y1'[x]}, {y1l[x], y2[x]}, x]

outzol {{y1[x] - % e™ (C[1] + €2*C[1] + C[2] - e**C[2]),

v2 [x] e—% e* (-C[1] +e?* C[1] - C[2] -e?* C[2]) }}

gue nos dala solucién general dependiente de dos constantes arbitrarias C[1] y C[2].Veamos cémo calcular la
solucién particular que pasa por {y1[0],y2[0]}={1,2} y como representar y1[t] e y2[t] superpuestas en un
mismo gréfico:
In[30j= sistema = DSolve[{yl[x] == -y2'[x],
y1[0] ==1, y2[x] == -y1'[x], y2[0] == 2}, {y1l, y2}, %]
<< Graphics Legend”
Plot[{Evaluate[yl[t] /. sistema], Evaluate[y2[t] /. sistemal]},
{t, 0, 5}, PlotStyle -> {GrayLevel[0.], Dashing[{0.02, 0.02}]},
PlotLegend -> {"y1l[t]", "y2[t]"}]

out[30]= Hyle (—% e ™ (-3 4+ &2t &) , Y2 > (% e ™ (31 e2#) &)}}

20
10

outf32}= = Graphics -

V emos que ambas funciones se separan indefinidamente de forma exponencial.
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Ejercicio
Yi'=y1

Y2'==y1+2Y;
puestas las gréficas de y;(X) e y(x) en €l intervalo x<[0,10].

Resolver €l sistema { con condicionesiniciales y,(0) = —1, y»(0) = 1y representar super-

Ecuaciones en derivadas parciales

Finalmente, veamos como introducir una ecuacion en derivadas parciales como, por g emplo,
WU Y, 2=xXy/z

In[33]= DSolve[Derivative[l, 0, 0] [U][x, vy, 2] ==x"2y/ z,

Ulx, v, 2], {x, v, 2}]

x3y

3z

out[33)= {{U[x, vy, z] = +C[1] [y, Z]H

gue nos dalafuncion U(x,y,2)= X; Y salvo unafuncion arbitraria Cy(x, y) dependiente de solo dos de lastres

variables independientes. También se dispone del paquete:

In[34]:= << Calculus ™ DSolveIntegrals”
CompleteIntegral|
Derivative[l, 0, 0] [U] [x, vy, 2] ==yzZ, U[x, vy, 2], {x, ¥y, 2}]

ouds= {{U[x, y, z] >xyz+B[1l] +yB[2] +zB[3]}}

Ejercicio

Resuelvalaecuacion yax U(x, y) + xdy U(X, y) =0
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m Soluciones numéricas con NDSolve. Ecuacién de Van der Pol

El comando NDSolve encuentra soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales. Selecciona de forma
automatica el algoritmo Optimo a usar, o nos permite que lo seleccionemos nosotros si [o conocemos previa
mente. Mathematica, usa autométi camente funciones interpoladoras en vez de listas de nimeros para represen-
tar las soluciones numéricas de las ecuaciones diferencial es, haciendo més factible la manipul acién posterior
de dichas soluciones como, por jemplo, su integracion, derivacion, etc.

El comando NDSolve utilizalos siguientes algoritmos:

o Por defecto, 0o mediante laopcion Method->Automatic, NDSolve cambiaentre un método de Adams
no rigido y un método de Adams rigido adaptado.

o El método de Adams se toma con orden entre 1y 12
o El método de laformula de diferencias atrasadas se toma con orden entre 1y 5.
e Un orden 4-5 para el método Runge- K utta se aplica a ecuaciones no rigidas.

e Para problemas lineales con condiciones en lafrontera, NDSo1lve emplea el método de blsqueda de
Gd'fand- Lokutsiyevskii.

o Para ecuaciones en derivadas parciales de dos variables se utiliza el Ilamado método de laslineas.

L os algoritmos adaptativos de Mathematica y su control de una precision arbitraria garantiza la precision de
los resultados sin errores de redondeo 0 soluciones esplreas debidas a errores numéricos.

Ejemplo: solucién numérica de la ecuacion de Van der Pol

V eamos cémo Mathematica es capaz de proporcionar una solucién numérica para una EDO no lineal como la
ecuacion de Van der Pol

X"[t] - 0.2(1 - X[t]?) xt] + x[t] = O.

Esta ecuacion aparece en € estudio de las oscilaciones de un circuito RCL con resistencia variable dependi-
ente de laamplitud x(t).

La solucién numérica con velocidad inicial nulax'(0)=0y posicioninicial x(0)=1 en los primeros 30 segun-
dos (es decir, en €l intervalo 0<t=<30) es:
in36]= solul = NDSolve[{x''[t] -0.2 (1-x[t]?) x'[t] + x[t] ==0,
x[0] ==1, x'[0] == 0}, %, {t, 0, 30}]
out3e]= {{x - InterpolatingFunction[{{0., 30.}}, <>]}}
Podemos verificar que la solucién numérica obtenida verifica con bastante precisién la ecuacion diferencial.

En efecto, larepresentacion gréficade x'[t] — 0.2(1— X[t]%) X'[t] + X[t] evaluadaen lasolucién solul
anterior
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ini371= Plot[N[Evaluate[x''[t] -0.2 (1-x[t]?) x'[t] + x[t] /. solul], 3],
{t, 0, 30}, PlotRange -> {-0.002, 0.002}]

0.002
0.001

-0.001
-0.002

out37)= - Graphics -

nos dice que la solucion numérica solul verificala ecuacion diferencial en el intervalo t<[0,30] salvo errores
del orden de 0.001. Una vez que hemos ganado confianza en nuestra solucién, representémosla en €l intervalo
escogido:

ini38l= Plot[x[t] /. solul, {t, 0, 30}]
2

i
AR

-2

out38]= - Graphics -

No queda claro en el grafico anterior si dicha solucién es periddica o no. Una representacion en el plano de
fases: "v(x) frente a x"

In39]:= ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. solul[[1]]].,
{t, 0, 30}, PlotStyle -> {Thickness[0.005], RGBColor[1l, 0, 0]}]

f)

outf39]= = Graphics -

nos muestra que la drbita no es cerrada (al menos en el intervalo [0,30]), o que daidea de "falta de periodi-
cidad". No obstante, nétese que la rbita se acerca "asintéticamente” ("alargo plazo") auna érbita cerrada
"atractriz". Paraver este comportamiento asint6tico de la 6rbita con mayor nitidez, podemos extender el
intervalo de tiempo de 30 a 90 segundos y aumentar el nimero maximo de pasos que NDSolve utiliza (por
defecto 500) a 2000 mediante la opcién M axSteps->2000 en:
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In40]:= Clear[x] (* es necesario borrar antes el valor de x%)

solu2 = NDSolve[{x''[t] -0.2 (1—x[t]2) x'[t] + x[t] ==0,
x[0] ==1, x'[0] == 0}, x, {t, 0, 90}, MaxSteps -> 2000]

ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. solu2[[1]]].,
{t, 0, 90}, PlotStyle -> {Thickness[0.005], RGBColor[1l, 0, 0]}]

outdgl]= {{x - InterpolatingFunction[{{0., 90.}}, <>]}}

)
\v

Out42]= = Graphics -

Aqui se observa con mayor nitidez que existe una érbita "limite, asint6tica o atractriz" (néteselazonade
mayor densidad de lineas) cerrada donde converge (alacual se acercacadavez mas) nuestro sistema. Esto
quiere decir que, aunque el sistema no sea periédico, se comportacomo tal alargo plazo (este es un caso
particular de un teorema general debido a Alfred Liénard).

Ejercicio

Hallar la solucién numérica de la ecuacion de Van der Pol con velocidad inicial x'(0)=2y posiciéninicial
X(0)=0 en los primeros 50 segundos (es decir, en el intervalo 0<t<50) y representar las gréficas: x-t (posicién
frenteatiempo) y x'-x (velocidad frente aposicién).
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m Oscilador armoénico amortiguado

Solucion general

Recuerde que la segunda ley de Newton (F = ma) para la ecuacion de movimiento de un oscilador armoénico
simplees:

d2x . . d2x

m—— = —kx, 0, pasando todo a mismo miembro: m—— + kx =0.

dt2 dt2
donde x representa el desplazamiento respecto a la posicion de equilibrio, m lamasainercial y -kx la fuerza
restauradora. Cuando ademés actlla una fuerza amortiguadora (viscosa) proporciona a la velocidad
Fy,=-cv=-cC % |a ecuacién de movimiento queda:

m d”x +C X +kx =0
dt2 dt B
lacual, dividiendopor m, suele escribirse como:
d?x dx
W +2ﬁF + (,4)(2) X =0

donde 25=c/m es €l factor de amortiguamiento y wo = Vk/m es la frecuencia de vibracion libre. Demos un
nombre a esta ecuacion:

In[1]:= Clear[x, B, w0]
ecamort =x''[t] +2Bx"'[t] + w02 x[t]

ouzl= w0? x[t] +2Bx [t] +x"[t]
La solucion general de tal ecuacion puede obtenerse como:
In[3= DSolve[ecamort == 0, x[t], t]

oufal: {{x[t] et [BVEL0T) 1] 4 et (-BVE00T) cra]]

Dicha solucién tiene comportamientos diferentes dependiendo de los valores de 8y de wg. Estudiemoslos caso
por caso:

Oscilador subamortiguado B < wq

Por gjemplo, tomemos 5=0.1, wp = 0.5y, como condicién inicia: x(0)=1, x'(0)=0. La solucion x(t) y su
gréficavienen dadas por:
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In[4:= Clear[x]
subamort = DSolve[
{ecamort==0/. {8->0.1, wO -> 0.5}, x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, t]
Plot[x[t] /. subamort, {t, 0, 2 (2Pi/0.5)},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}]

outsl= {{x—> (e %** (Cos[0.489898 #1] + 0.204124 Sin[0.489898 #1]) &) }}

x[t]
1
0.75
0.5
0.25

t
_0_25F VO 1520 25
0.5

oule]= - Graphics -

Vemos que se trata de un movimiento vibratorio donde la amplitud disminuye paulatinamente con el tiempo
hasta hacerse cero (en el limite t->c0). Veamos una representacion grafica del movimiento en el plano de fases:

In[7:= ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. subamort],
{t, 0, 2 (2Pi/0.5)}, AxesLabel -> {"x", "v[x]"}]

N

ﬁ}ys 0.5 0.75

ou7]= = Graphics -

Las orbitas son abiertas, lo cua indica que el movimiento no es periédico. También vemos que la trayectoria
tiende a punto (X(c0)=0, V(c0)=0).
Amortiguamientocriticof = wo

Por gjemplo, tomemos 5= wg = 0.1 y, como condicién inicial: x(0)=1, x'(0)=0. La solucién x(t) y su gréfica
vienen dadas por:
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In[gl:= Clear[x]
amortcrit = DSolve[
{ecamort==0/. {->0.1, wO -> 0.1}, x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, t]
Plot[x[t] /. amortcrit, {t, 0, (2Pi/0.1)},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}]

ouol {{x— (e % * (1.+0.1#1) &) 1)

x[t]

o O O O
N B O 0

t
10 20 30 40 50 60

Oouf10]= = Graphics -

Aqui el sistema no realiza ninguna oscilacion y la posicién va a cero paulatinamente con € tiempo (X(co0)=0).
En el plano de fases:

In[11]:= ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. amortcrit],
{t, 0, (2Pi/0.1)}, AxesLabel -> {"x", "v[x]"}]

v[x]

-0.005 0.2 0.4 0.60.8

-0.01
-0.015
-0.02
-0.025
-0.03
-0.035

outj1l}= = Graphics -

VVemos iguamente que latrayectoriatiende a punto (X(e0)=0, v(c0)=0) partiendo de (x(0)=1, v(0)=0)

Oscilador sobreamortiguado 8 > wq

Por giemplo, tomemos $=0.3, wg = 0.1y, como condicién inicial: x(0)=1, X(0)=0. La solucién x(t), y su
gréfica superpuesta ala de amortiguamiento critico vienen dadas por:
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In[12]:= Clear[x]
sobreamort = DSolve[
{ecamort==0/. {->0.3, w0 -> 0.1}, x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, t]
Plot[{x[t] /. sobreamort, x[t] /. amortcrit}, {t, 0, (2Pi/0.1)},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, AxesOrigin -> {0, 0}]

ouf13l= {{x > (-0.0303301 e 0-382843#1 1 1 (03033 & 0171573 #1 g} 1}

x[t]

o O O O
N & O 0 B

t
10 20 30 40 50 60

Out[14)= = Graphics -

La presencia de una mayor viscosidad hace que la posicién vaya hacia cero més lentamente que en e caso
critico. Larepresentacion en el plano de fases es similar al caso critico:

In[15]:= ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. sobreamort],
{t, 0, (2Pi/0.1)}, AxesLabel -> {"x", "v[x]"}]

out[15]= = Graphics -

Ejercicio

Repita los casos anteriores para las condiciones iniciales x(0)=0, X' (0)=1 e interprete fisicamente los resulta-
dosy las gréficas obtenidas.

m Oscilador armdénico forzado: pulsaciones y resonancia
Solucion general

Si afladimos una nueva fuerza externa dependiente del tiempo F(t) en la ecuacion de movimiento de un
oscilador armonico amortiguado obtenemos:

md2X +C X+kx—F(t)
dt2 dt B
lacual, dividiendoporm, suele escribirse como:
d?x dx
W'FZBF'FU)SX:‘:(U

Las fuerzas externas que suelen discutirse en este tipo de problemas son de tipo periddico f(t+T)=f(t) como,
por ejemplo:
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f(t)=A sin(at),

donde A representa la amplitud de la accién externa f(t) y w representa su frecuencia . Un gjemplo de accion

externa sobre un oscilador que todos hemos experimentado de pequefios puede ser "el empuje continuado y
periédico sobre un columpio”. Tomemos como €jemplo la siguiente ecuacion:

In[16]= Clear[x, 3, w0, w, a]
ecamforz =x''[t] +2Bx'[t] +w0® x[t] +aSin[wt]

oufi7= a Sinf[t w] + w0? x[t] +2Bx'[t] + X" [t]

Lasolucion general de tal ecuacion puede obtenerse como:

In[18l:= DSolve[ecamforz == 0, x[t], t]
2 2 2 2 1
ouael= {{x[t] » et (BVE 0" ariy L et (BB 00" ) ooy o =
t N
L ot (o/Em) | e ® [PV 0] ) cos [t w]
(-B-1w+ VA2 -wo®) (-B+1w+Vp2-wo®)

et (BB -wo? ) (-8 +B2-w0?) sin[t w]
<7ﬁfiw+\/[32—w02> <7B+iw+\/527w02)

1
N
J 2 /32 - w02

+

- ot (-oEm) | et 5V 00" ) cos [t w]
(Bfinr\/BwaOZ) (B+iw+\/[327w02)

et (B+VB2-w0? ) (B+m> Sinft w] JH

(B*]‘].(U*”\/BZ*CL)OZ) (B+iw+\/527w02>
Dicha solucion tiene comportamientos diferentes dependiendo de los valores de 8, wp y w. Estudiemos
algunos casos:

Oscilaciones forzadas no amortiguadas (8=0): pulsaciones y resonancia pura

Tomemoscomo caso particular wg = 0.5, w =2, a= 1y como condicion inicial x(0) =1,
X' (0) =0 y hagamos una representacion gréfica de la trayectoria'y de la drbita en e plano de fases
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In[19]:= Clear[x]
forz = DSolve[{ecamforz==0/. {8->0, w0 ->0.5, w->2, a->1},
x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, t]
Plot[x[t] /. forz, {t, 0, 20 Pi}, AxesLabel -> {"t", "x[t]"}]
ParametricPlot [Evaluate[{x[t], x'[t]} /. forz], {t, 0, 4Pi}]

out20)= {{x > (0.0666667 (15. Cos[0.5#1] - 16. Sin[0.5#1] +4. Sin[2. #1]) &) }}

ML,
AP

out21}= = Graphics -

x[t

ou22]= = Graphics -

Vemos que la 6rhita es cerrada (indicativo de comportamiento periédico). No obstante, nétese la diferencia
respecto al caso libre (no forzado), donde las érbitas son simplemente elipses. Aqui las érbitas presentan un
comportamiento mas rico, dependiendo de los valores de w y wy.

Para valores w ~ wq de la frecuencia externa w muy cercanos a la frecuencia natural del sistema wg, se da un
comportamiento interesante en el sistema conocido como e fendmeno de los latidos o pulsaciones. Por
gjemplo, tomemos wg = 0.5, w=0.55:



Oscilaciones amortiguadas y forzadas.nb 125

In23l:= forzpuls = DSolve[{ecamforz==0/. {8->0, w0O->0.5, w->0.55, a->1},
x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, t]
Plot[x[t] /. forzpuls, {t, 0, 200 Pi}, AxesLabel -> {"t", "x[t]"}]
ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. forzpuls], {t, 0, 50Pi}]

out23]= {{x—> (0.047619
(21. Cos[0.5#1] -440. Sin[0.5#1] + 400. Sin[0.55#17) &) }}

x[t]
40

20

—
—
et
=3

1=

r

-20

-40

Oout24]= = Graphics -

-10

ou25]= = Graphics -

Vemos como una oscilacién de baja frecuencia (o periodo largo) w_ = w — wg = 0.05 "envuelve o modula’ a
una oscilacion de alta frecuencia (o periodo corto) w, = w + wp = 1.05 (en comparacion con la frecuencias
originaes). jEste es e fundamento basico de |a frecuencia modulada (FM), en la banda de frecuencias donde
se suelen emitir las emisoras de radio musicales!.

El comportamiento del sistema cambia radicalmente (deja de ser periddico) parala frecuencia externa "critica’
w = wq, €s decir, cuando la frecuencia de la accién externa w coincide con la frecuencia natural del sistema
masa-resorte wq. En efecto, tomemos w = wg = 0.5
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In[26]:= Clear[x]
forzcrit = DSolve[{ecamforz==0/. {8->0, w0 ->0.5, w->0.5, a->1},
x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, t]
Plot[x[t] /. forzcrit, {t, 0, 5Pi}, AxesLabel -> {"t", "x[t]"}]

outR7l= {{x > (Cos[0.5#1] -2.Sin[0.5#1] +Cos[0.5#1] #1 &) }}

x[t]
10
5
t
2 5 7.5/1012.515
-5
ou28)= - Graphics -

Vemos que laamplitud de las oscil aciones crece indefinidamente con el tiempo. En el plano de fases tenemos:

In29]:= ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. forzcrit], {t, 0, 20 Pi}]

20

>
-6 40—%&0’ 0/ 60

ou29)= = Graphics -

una o6rhita en espiral (hacia afuera). Este fendmeno se denomina: resonancia pura. Lo que suele ocurrir en los
sistemas fisicos reales en condiciones de resonancia pura es que el crecimiento indefinido de la amplitud de las
oscilaciones provoca una "rotura’ del sistema al sobrepasar €l limite elastico. En obras de ingenieria civil,
como los puentes, es conveniente asegurarse de que la frecuencia natural de oscilacion del puente sea sufi-
cientemente distinta de la frecuencia de las acciones externas (ritmo de vehiculos, peatones, viento local, etc),
lo cual selograusando unos materialesy una geometria adecuada.

Oscilaciones forzadas amortiguadas (8+0): resonancia

Tomemos como caso particular 3 = 0.1, wg=0.5 w=2, a=1y como condicion inicial x(0) =1,
X' (0) = 0 y hagamos una representacion gréfica de la trayectoria'y de la drbita en e plano de fases
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In[30]:= Clear[x]
forzamort =
DSolve[ {ecamforz==0/. {8->0.1, w0 ->0.5, w->2, a->1},
x[0] ==1, x'[0] == 0}, x, t]
Plot[x[t] /. forzamort, {t, 0, 20 Pi}, AxesLabel -> {"t", "x[t]"}]
ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. forzamort],
{t, 0, 40 Pi}, AxesLabel -> {"x", "v[x]"}]

outdll= {{x > ((0.0000292963 +5.99706x10 2> 1) ¢ 0-1#!
(33174. Cos[0.489898 #1] + 960. e ** Ccos[2. #1] -
29970.7 Sin[0.489898 #1] + 9000. €®*#1 gin[2. #1]) &) }}

Oout[32]= - Graphics -

M
)

g

out[33]= = Graphics =

Vemos que la érbita no es cerrada pero que se aproxima asintéticamente a una oérbita eliptica. En €l grafico
observamos un "régimen o estado transitorio”, que dura unos 20 o 30 segundos, tras €l cual la oscilacion se
estabiliza, llegando a un "régimen o estado estacionario”, que se corresponde con la solucion particular de la
ecuacion no homogénea. Para w y wyq fijas, la duracién del transitorio depende de la amortiguacién 3. Por
gjemplo, si tomamos una amortiguacion mayor como, por gjemplo 8=0.3 , obtenemos que:
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In[34]:= Clear[x]
forzamort =
DSolve[ {ecamforz==0/. {8->0.3, w0 ->0.5, w->2, a->1},
x[0] ==1, x'[0] == 0}, x, t]
forzamortplot = Plot [x[t] /. forzamort, {t, 0, 20 Pi},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}]
forzamortfase = ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. forzamort],
{t, 0, 40 Pi}, AxesLabel -> {"x", "v[x]"}]

outssl= {{x > (0.000483793 ¢ 3% (1907. Cos[0.4 #1] +160. °3># Cos[2. #1] -
1069.75Sin[0.4 #1] +500. e®3*1 gin[2. #1]) &) })

x[t]

N Oy -

|
o
N

out36)= - Graphics -

-0.
-0.8

out37)= - Graphics -

se alcanza antes € régimen estacionario (a los 10 segundos aproximadamente...). Esto esta de acuerdo con
nuestra experiencia.

Para w = wg tenemos una resonancia (no "pura‘), caracterizada porque la amplitud de las oscilaciones
alcanza un méximo, sin crecer indefinidamente con e tiempo (como sucede en la resonancia pura), debido ala
presencia de amortiguamiento. Tomemos e mismo amortiguamiento que en e caso anterior 8=0.3, vy
wg = 0.5 = w. Para estos valores tenemos:
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In[38]:= Clear[x]
forzamortcrit =
DSolve[ {ecamforz==0/. {8->0.3, w0 ->0.5, w->0.5, a->1},
x[0] ==1, x'[0] == 0}, x, t]
forzamortplotcrit = Plot[x[t] /. forzamortcrit,
{t, 0, 20 Pi}, AxesLabel -> {"t", "x[t]"}]
forzamortfasecrit = ParametricPlot]|
Evaluate[{x[t], x'[t]} /. forzamortcrit],
{t, 0, 40 Pi}, AxesLabel -> {"x", "v[x]"}]
outagl= {{x —> (0.333333¢ 0%
(-7.Cos[0.4#1] +10. °3# Cos[0.5#1] - 5.258in[0.4 #1]) &) }}

x[t]

3

2

1 Vo 20 30[ab o/ do ©
-2

-3

outj40]= = Graphics -

Ooutj41]= = Graphics -

Superpongamos las gréficas de la solucion no critica {8->0.3,w0->0.5,w->2,a->1} con la critica {8->0.3,w0-
>0.5,w->0.5,a->1}

In42]:= Show[ {forzamortplot, forzamortplotcrit}, PlotRange -> {-3.5, 3.5}]
Show[forzamortfase, forzamortfasecrit]

Oout42]= = Graphics -

out43]= = Graphics -
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Vemos que la amplitud de las oscilaciones es, con diferencia, mayor en €l caso critico. También lo es la
velocidad, tal y como muestra el diagrama de fases. Como se ha comentado anteriormente, el fendbmeno de la
resonancia tiene una doble vertiente. En su vertiente "positiva’, este fenémeno es explotado, por gemplo, para
SINTONIZAR ciertas frecuencias préximas a la frecuencia natural propia de ciertos cristales o ciertos circui-
tos (tal y como sucede en nuestro aparato de radio). En su vertiente "negativa’, el fendmeno de la resonancia
puede provocar la ROTURA de ciertas estructuras sometidas a una accién externa periddica de frecuencia
préxima a la frecuencia natural de la estructura, debido a las fuertes oscilaciones provocadas en estas condi -
ciones criticas.

Ejercicio

Repita €l caso anterior para un amortiguamiento fuerte g=1. ;Como afecta el amortiguamiento a la resonan-
cia?, es decir, ¢se apreciamejor laresonancia para el oscilador sobreamortiguado que para el subamortiguado
o al revés?.

Fuerzas externas definidas a trozos

Estudiemos e oscilador arménico amortiguado y forzado:

d2x dx

W +2ﬁF + (1)8 X =f(t)

para funciones mas generales que las de tipo sinusoidal. Por g emplo, centrémonos en funciones definidas a
trozos como, por g emplo, lafuncién salto

In[44]:= salto[t_ ] :=If[t>=1, 1000, O]
Plot[salto[t], {t, 0, 2}]

1000
800
600
400
200

out[4s}= = Graphics -

gue representa una fuerza que no actlia hasta el instante t=1, en el cual adquiere un valor constante =1000.
Este tipo de fuerzas aparecen, por ejemplo, a accionar repentinamente un "interruptor”... Veamos cud es el
efecto de dicha fuerza sobre un oscilador

In46:= Clear[x, 3, wO0]
ecamsalto=x"'[t] +2Bx"'[t] + w0? x[t] + salto[t]

oua7= If[t =1, 1000, 0] +w0® x[t] +2Bx'[t] +x"[t]
Para este tipo de funciones, Mathematica necesita de recursos numéricos para su resolucién. Por gemplo,

tomemos amortiguamiento 5=0, frecuencia natural wg = 30y condicién inicia x[0]==1,x[0]==0y resolvamos
numéricamente en el intervalo O<t<2
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In[48]:= Clear[x]
chupinazo = NDSolve[{ecamsalto==0/. {8 ->0, w0 -> 30},
x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, {t, 0, 2}]
Plot[x[t] /. chupinazo, {t, 0, 2}, AxesLabel -> {"t", "x[t]"}]
ParametricPlot [Evaluate[{x[t], x'[t]} /. chupinazo], {t, 0, 2}]

ouj49]= {{x - InterpolatingFunction[{{0., 2.}}, <>]}}

ous0]= = Graphics -

m

-20

2.5-2-1.5-&-0\.5%

outj51]= = Graphics -

Vemos como, a partir del instante t=1, € comportamiento de la solucién cambia de forma continua pero
repentina. Por giemplo, la érbita en € espacio de las fases (elipses) se desplaza hacia la izquierda y aumenta
de tamafio; esto quiere decir que, tras la accion de la fuerza en t=1, el oscilador pasa més tiempo en los valores
x<0 que en x>0, ademés de aumentar su velocidad.

Ejercicio

Estudiar el comportamiento del oscilador anterior en el intervalo O<t<3 paraun pulso

10000, s 1<t<?2
0, enotrocaso

pt)={
Interprete los resultados.

Ayuda: recuerde e comando Which[condicionl,procesol,condicién2,proceso?,...] para definir funciones a
trozos.
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Ejercicio

Estudie la solucion del oscilador arménico simple de frecuencia 1 sometido a una funcién periédica del tipo
"dientedesierra’:

f[t]=t-Round[t]

en el intervalo O<t<20

m Oscilador anarmodnico

Discusién general

Estudiaremos en esta seccién el caso méas complicado (no lineal) de una fuerza recuperadora no lineal del tipo
F(x)=-k x-&' x. Para ganar intuicion sobre € tipo de comportamiento que esperamos, hagamos una represent-
acion gréfica de dichafuerza paratres casos distintos y valores particulares de los parametros:

1) Armoénico (6=0): Fo(x) = =X
2) Anarmonicidad débil (6<<Kk): Fi(X) = —x— %XS
3) Anarmonicidad fuerte (6~k): Fo(x) = —x = X3

4) Anarmonicidad atractivo-repulsiva (k<0,6>0):  Fz(X) = x— X

In[52]:= << Graphics ™ Legend”
Plot[{-x, -x-0.1x"3, -x-x"3, x-x"3}, {x, -2, 2}, PlotStyle-»
{GrayLevel[0], Dashing[{.01}], Dashing[{.03}], Dashing[{.05}]},
PlotLegend -> {"Fo (x)", "F1(x)", "F,(x)", "F3(x)"},
AxesLabel -> {"x", "F(x)"}]

ous3]= - Graphics -

Mientras que en los tres primeros casos € Unico punto de equilibrio (F=0) es x=0, para el cuarto caso tenemos
tres puntos de equilibrio: x=0,1,-1.

Estudiemos las soluciones de la ecuacion de un oscilador anarménico amortiguado sometido a una fuerza
externa dependiente del tiempo F¢(t). Dicha ecuacion admite una expresion general del tipo:
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d?x dx
mw "rCF + kX +6 )é: Fe(t)
lacual, dividiendoporm, suele escribirse como:
d2x dx
W+2ﬁﬁ+ng+'y)é =fe(t)

Tomemos por giemplo fe(t)=a sen(«t) y demos un nombre a esta ecuacion

In54l:= Clear[x, 3, w0, w, ¥, a]
ecanamfor =x"'"'[t] +2B3x"'[t] + w02 x[t] +¥ x[t] "3 +a Sin[w t]

oufss= a Sinft w] +w0®x[t] +yx[t]®+2Bx [t] +x'[t]

Vemos que se trata de una ecuacion no lineal de segundo orden. Necesitaremos técnicas numéricas para su
resolucién. Tenemos una casuistica bastante rica dependiendo de los parametros S, wo ,w ,6 ,a Tratemos
algunos casos:

Oscilador anarmoénico libre (8=0=a)

Comencemos por perturbar débilmente (v << wg?) € oscilador arménico. Repesentemos primeramente la
solucién del caso arménico (y=0) para wg = 1y condicionesiniciales x(0)==1,x(0)==0:
In[56:= armonico = DSolve[{x''[t] == - x[t], x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, t]
xtar = Plot[x[t] /. armonico, {t, 0, 20Pi},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, PlotStyle -> {RGBColor[0, 1, 0]}]
fasear = ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. armonico],
{t, 0, 2Pi}, AxesLabel -> {"x", "v[x]"},
PlotStyle -»> {RGBColor[0, 1, 0]}]

ousel= {{x - (Cos[#1] &) }}

x[t]
1

0.5

t
10/ 20 30 (40 |50/60

-0.5
-1
ous7)= = Graphics -
v [x]
1
0.5
x
-1 -0.5 0.5 1
-0.5
=7
ous8]= - Graphics -

y perturbemos débilmente con y=0.1
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In59]:= Clear[x]
anarmdebil =
NDSolve[ {ecanamfor==0/. {8->0, w0 ->1, w->0, a->0, y->0.1},
x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, {t, 0, 20 Pi}]
xtanardeb = Plot[x[t] /. anarmdebil, {t, 0, 20Pi},

AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]}]
faseanardeb = ParametricPlot[

Evaluate[{x[t], x'[t]} /. anarmdebil[[1]]].,
{t, 0, 2Pi}, PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]}]

oue0]= {{x - InterpolatingFunction[{{0., 62.8319}}, <>]}}

o

-0.5

-1

outél]= - Graphics -

outj62]= = Graphics -

Superpongamos ambos graficos:
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In63:= Show[xtar, xtanardeb]
Show[fasear, faseanardeb]

x[t]
1

t
1p | |20 ‘ 50/ /| 60
-0.5
-1

outj63]= = Graphics -

I
B

outje4]= = Graphics -

Vemos que €l efecto de la perturbacion anarménica y=0.1 es generar un pequefio adelanto de la oscilacion
anarménica (roja) respecto de la armdnica (verde) debido a un pequefio incremento de la velocidad en las
oscil aciones anarmonicas. Veamos qué pasa para una anarmonicidad fuerte como y=1



136 Oscilaciones amortiguadas y forzadas.nb

Ines]:= Clear[x]
anarmfuerte =
NDSolve|[ {ecanamfor ==0/. {8->0, w0 ->1, w->0, a->0, ¥y ->1},
x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, {t, 0, 20 Pi}]

xtanarfu = Plot[x[t] /. anarmfuerte, {t, 0, 20Pi},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]},
DisplayFunction -> Identity]

faseanarfu = ParametricPlot[
Evaluate[{x[t], x'[t]} /. anarmfuerte[[1]]], {t, O, 2 Pi},
PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]}, DisplayFunction -> Identity]

Show[xtar, xtanarfu]

Show[fasear, faseanarfu]

oue6]= {{x - InterpolatingFunction[{{0., 62.8319}}, <>]}}
out67]= = Graphics -

outégl= - Graphics -

x[t]

oute9)= =- Graphics -

ou[70]= - Graphics -

Aqui el adelanto de la oscilacion anarménica respecto a la armonica es mucho mayor que antes, debido a que
ladiferencia de velocidades es mayor (¢por qué?), tal y como se observaen el diagramade fases.

Ejercicio

Repita los célculos para una anarmonicidad muy fuerte =10 y condiciones iniciales x(0)==0,x'(0)==1.
Compare con el caso armoénico y=0.

Por Ultimo, veamos qué sucede para una fuerza atractivo-repulsiva con wg?=-1=—y, es decir
Fa(X) « x—x3, con tres puntos de equilibrio: x=0 (inestable), x=+1 (estable). El potencial
U = - f(x- x3)cﬂx=§ - X—; tiene laforma:
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in71)= Plot[x*4/4-x"2/2, {x, -2, 2}]

o
[

ou[71}= = Graphics -

de "sombrero mejicano” con dos "pozos' en x=t1 y una "cima"' en x=0. Tengamos en cuenta tres posibles
condicionesiniciaes:

1) x(0)=-0.5, x'(0)=0: laparticula parte del reposo en los alrededores del "pozo" izquierdo.
2) x(0)=0.5, X' (0)=0: la particula parte del reposo en los alrededores del "pozo" derecho

3) x(0)=0, x'(0)=0.1: la particula parte dela"cima"' con una pequefiavelocidad inicial haciala derecha
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In[72]:= Clear[x]
anarmrepatrl =
NDSolve[ {ecanamfor ==0/. {8->0, w0 ->I, w->0, a->0, y->1},
x[0] == -0.5, x'[0] ==0}, x, {t, 0, 2 Pi}]
fasel = ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. anarmrepatrl[[1]]].,
{t, 0, 2Pi}, PlotStyle -> {{RGBColor[1l, 0, 0]}},
AxesOrigin -> {0, 0} ]

Clear[x]

anarmrepatr2 =

NDSolve[{ecanamfor==0/. {8->0, w0 ->I, w->0, a->0, y->1},
x[0] == 0.5, x'[0] == 0}, x, {t, O, 2Pi}]

fase2 = ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. anarmrepatr2[[1]]],
{t, 0, 2Pi}, PlotStyle -> {RGBColor[0, 1, 0]}, AxesOrigin -> {0, 0}]

Clear[x]

anarmrepatr3 =

NDSolve[{ecanamfor ==0/. {8->0, w0 ->I, w->0, a->0, y->1},
x[0] == 0, x'[0] == 0.1}, x, {t, 0, 6 Pi}]

fase3 = ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. anarmrepatr3[[1]]].,
{t, 0, 6 Pi}, PlotStyle -> {RGBColor[0, 0, 1]}, AxesOrigin -> {0, 0}]

ouf73= {{x - InterpolatingFunction[{{0., 6.28319}}, <>]}}

0.4
0.2
1.2-1-0.80, -0.2
-0.4

out[74]= = Graphics -

ouf76}= {{x » InterpolatingFunction[{{0., 6.28319}}, <>]}}

-0.2 0.60.8 1 1.2
-0.4

ou[77= - Graphics -

ouf79]= {{x » InterpolatingFunction[{{0., 18.8496}}, <>]1}}

.6
.4

o 0 O

out[80]= = Graphics -

Combinemos estas tres Orbitas en un solo gréfico:
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in81]:= Show[ {fasel, fase2, fase3}]

outgl}= = Graphics -

Vemos que, en el caso 1), la particula oscila alrededor del minimo de potencial x=-1 (posicién de equilibrio
estable). Para el caso 2) la particula oscila en los alrededores de x=1. En el tercer caso la particula oscila entre
pozo y pozo, pasando de uno a otro de forma periddica (observe como la velocidad disminuye en las cercanias
dela"cima' x=0 ¢por qué?).

Ejercicio

Repita el gercicio anterior paralas siguientes condicionesiniciales:

1) x(0)=-1, x'(0)=1: laparticula parte de la posicion de equilibrio x=-1 con velocidad x'=1.
2) x(0)=0.5, X'(0)=0: la particula parte de la posicion de equilibrio x=1 con velocidad x'=-1.

3) x(0)=0, x'(0)=-0.2: la particula parte de la"cima" con una pequefiavelocidad inicia hacialaizquierda

Ecuacion de Duffing (wo =y = 1)

Veamos cudl es e efecto de afiadir un término anarménico x° al oscilador armonico amortiguado forzado
estudiado anteriormente. Tomemos 8=0.1, wg = 1, w = 2, a= 1y repesentemos primeramente la solucion del
caso armonico (y=0) con condicionesiniciales x(0)==1,x'(0)==0:
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In[82]:= Clear[x]
armoamorfor =
DSolve[ {ecanamfor ==0/. {8->0.1, w0 ->1, w->2, a->1, y->0},
x[0] ==1, x'[0] == 0}, x, t]
xtaramf = Plot[x[t] /. armoamorfor, {t, 0, 20 Pi},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, PlotStyle -> {RGBColor[0, 1, 0]1}]
fasearamf = ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. armoamorfor],
{t, 0, 20 Pi}, AxesLabel -> {"x", "v[x]"},
PlotStyle -»> {RGBColor[0, 1, 0]}]

outgl= {{x —> ((0.0000661638 - 6.24521x10 2% 1) ¢ 0%
(14454 . Cos[0.994987 #1] + 660. e *# cos[2. #1] -
8497.19Sin[0.994987 #1] + 4950. e®** gin[2. #1]) &) }}

10|20V B0) 40 |50 |60

-0.5
-1
outjg4}= = Graphics -
v [x]
1!
O.5£
. x
SN NY N
O8N5
-1
1.5l
out85]= - Graphics -

y perturbemos con y=1
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In[gel:= Clear[x]
anarmoamorfor =
NDSolve[ {ecanamfor==0/. {8->0.1, w0O->1, w->2, a->1, ¥y ->1},
x[0] ==1, x'[0] ==0}, x, {t, 0, 20 Pi}]
xtanaramf = Plot[x[t] /. anarmoamorfor, {t, 0, 20 Pi},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]}]
faseanaramf = ParametricPlot[
Evaluate[{x[t], x'[t]} /. anarmoamorfor], {t, 0, 20 Pi},
AxesLabel -> {"x", "v[x]"}, PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]}]

oug7)= {{x - InterpolatingFunction[{{0., 62.8319}}, <>]}}

out88]= - Graphics -

out[89)= =- Graphics -

In[90]:= Show[xtaramf, xtanaramf]
Show|[fasearamf, faseanaramf]

out9l}= = Graphics -
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Vemos que €l efecto de la perturbacién anarménica y=1 no es importante en el estado estacionario (aungue si
en € transitorio).

Ejercicio
Estudie la ecuacion de Duffing para p=0.2, wg=1=7y, w=2, a=1 y condiciones iniciaes
X(0)==0,x'(0)==1. Compare con € caso arménico y=0.

m El péndulo

Discusién general

Consideremos la ecuacién general de movimiento de un péndulo amortiguado y forzado:

¢ +2B¢+wo®sen(g) = f ().

Vemos que se trata de una ecuacion no lineal de segundo orden. Tomemos por gjemplo f(t)=a sen(«t) e
introduzcamos la ecuacion:

In@2:= Clear[x, B, w0, w, ¥, a]
ecpendamfor =x''[t] +2B8x'[t] +w0%? Sin[x[t]] +a Sin[w t]

outos= a Sin[t w] + w0% Sin[x[t]] +2Bx [t] + X" [t]

Consideremos diferentes casos:

Péndulo simple (8=0=a)

Soltemos €l péndulo desde la horizontal, es decir, desde un angulo inicial de 90 grados (x[0]==n/2) y en
reposo (X'[0]==0)
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In@4]:= Clear[x]
pendulosimple =
NDSolve[ {ecpendamfor ==0 /. {8->0, w0O->1, w->0, a->0},
x[0] ==Pi/2, x'[0] ==0}, x, {t, 0, 10Pi}]

xtpendsimp = Plot[x[t] /. pendulosimple, {t, 0, 10Pi},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]}]

fasependsimp = ParametricPlot]|
Evaluate[{x[t], x'[t]} /. pendulosimple[[1]]].,
{t, 0, 3Pi}, PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]}]

oue5]= {{x - InterpolatingFunction[{{0., 31.4159}}, <>]}}

ANANN
S ikl

out[96]= = Graphics -
1
0.5
.5-1-0.5
-0.5

out[97]= = Graphics -

x[
1.

(SO

Comparemos con un oscilador armonico simple con idénticas condicionesiniciales
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In@8]:= Clear[armonico, xtar, fasear]
armonico = DSolve[{x''[t] == - x[t], x[0] ==Pi/2, x'[0] ==0}, x, t]
xtar = Plot[x[t] /. armonico, {t, 0, 10Pi},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, PlotStyle -> {RGBColor[0, 1, 0]}]
fasear = ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. armonico],
{t, 0, 3Pi}, AxesLabel -> {"x", "v[x]"},
PlotStyle -»> {RGBColor[0, 1, 0]}]

oufosl= { {x - (% 7T Cos [#1] &)}}

x[t]
1.5}
1
0.5
- t
-0.5 5 10 15/ 20 25/ 30
-1
-1.5
Oout[100}= = Graphics -
v [x]
1.5}
1
0.5
X
-1 5—1—_%.55 0.511/5
-1
=1-5!
Out[101}= = Graphics -

Superpongamos las gréficas del péndulo y del oscilador armdnico simples:

In[102]:= Show[xtpendsimp, xtar]
Show|[fasependsimp, fasear]

x[t

AN I8
i W’%

Oout[102}= = Graphics -
0.5 1 1,/5

0.5

1

out[103]= = Graphics -

o
(Ol

Vemos que, a idénticas condiciones iniciales, €l periodo del péndulo simple es mayor que € del oscilador
arménico simple. Sin embargo, su velocidad es menor, como muestra €l diagrama de fases. Estas diferencias
entre el oscilador armdnico y el péndulo se hacen cada vez més pequefias conforme la amplitud de las oscila-
ciones del péndulo se aproxima mas a cero, ¢por qué?.
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Ejercicio

Repetid los calculos anteriores paralas condiciones iniciales:

x[0]=r/4, X[0]=0

¢Es cierto que las diferencias entre las soluciones del péndulo simple y del oscilador arménico simple son
menores ahora (menor amplitud) que para el caso anterior X[0]=r/2, x'[0]=0 (mayor amplitud)?
Ejercicio

Para un oscilador arménico simple, se demuestra que el periodo T no depende de la amplitud A de las oscila-
ciones. Compruebe que esto es cierto superponiendo las gréficas de las soluciones del oscilador armonico
smple x"(t)+w3x(t) =0 con condiciones inicidles @) x[0]=r/2, xX[0]=0 y b) x[0]=r/4, x'[0]=0, toman-
do (1)02 =1

Repita €l gjercicio para € péndulo simple. /Depende ahora € periodo de la amplitud?. ;Aumenta el periodo
con laamplitud o disminuye?

Péndulo amortiguado

Tomemaos como factor de amortiguamiento 5=0.1y como condicion inicial: "péndulo horizontal en reposo”
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In[104:= Clear[x]
penduloamort =
NDSolve[ {ecpendamfor ==0 /. {8->0.1, wO->1, w->0, a->0},
x[0] ==Pi/2, x'[0] ==0}, x, {t, 0, 10Pi}]

xtpendamort = Plot[x[t] /. penduloamort, {t, 0, 10Pi},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]}]

fasependamort = ParametricPlot[
Evaluate[{x[t], x'[t]} /. penduloamort[[1]]].,
{t, 0, 10Pi}, PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]}]

ou105}= {{x - InterpolatingFunction|[{{0., 31.4159}}, <>]}}

x[t]
1.5
1
0.5 A
o5 \iﬂ i\q 15/20725 30
-1
out{106]= = Graphics =

Oout[107}= = Graphics -

VVemos que la amplitud de las oscilaciones disminuye paulatinamente en el tiempo, a igual que la velocidad,
tendiendo ambos asintéticamente a cero (posicion de equilibrio)

Ejercicio

Compare €l péndulo amortiguado anterior con el oscilador arménico amortiguado. ¢En qué caso es el amor-
tiguamiento més rapido?

Péndulo amortiguado forzado

Tomemos como factor de amortiguamiento 5=0.1, como frecuencia natural wg? = 1, como frecuencia externa
w=2y amplitud a=1, y como condicién inicial: "péndulo a 45 grados de lavertical y en reposo”
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In[108]:= Clear[x]
penduloamfor =
NDSolve[ {ecpendamfor ==0 /. {8->0.1, w0 ->1, w->2, a->1},
x[0] ==Pi/4, x'[0] ==0}, x, {t, 0, 20Pi}]
xtpendamfor = Plot[x[t] /. penduloamfor, {t, 0, 20 Pi},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]}]
fasependamfor = ParametricPlot[
Evaluate[{x[t], x'[t]} /. penduloamfor[[1]]],
{t, 0, 20Pi}, PlotStyle -> {RGBColor[1l, 0, 0]}]

ouf109]= {{x - InterpolatingFunction|[{{0., 62.8319}}, <>]}}

-0.25
-0.5
-0.75
-1

outj110]= = Graphics -

Out[111}= = Graphics -

Al igual que para el oscilador armoénico forzado, observamos la presencia de un regimen estacionario tras un
periodo transitorio. Veamos como se comporta el péndulo paralaresonanciawg®=w? = 1
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In[112]:= Clear[x]
penduloamforcrit =
NDSolve[ {ecpendamfor ==0 /. {8->0.1, w0 ->1, w->1, a->1},
x[0] ==Pi/4, x'[0] ==0}, x, {t, 0, 20Pi}]

xtpendamforcrit = Plot[x[t] /. penduloamforcrit, {t, 0, 20 Pi},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, PlotStyle -> {RGBColor[0, 1, 0]}]

fasependamforcrit = ParametricPlot|
Evaluate[{x[t], x'[t]} /. penduloamforcrit[[1]]].,
{t, 0, 20 Pi}, PlotStyle -> {RGBColor[0, 1, 0]}]

ou113]= {{x - InterpolatingFunction|[{{0., 62.8319}}, <>]}}

x[t]

10|20/ BP0 | 40 50 60

-1
-2
outj114]= = Graphics -
5
1
L\ oA 1 i
-1
)
out[115]= = Graphics -

Observamos como la amplitud de las oscilaciones es mayor en € caso critico wp=w = 1 (con una amplitud =~
2) que en caso anterior wp=1, w = 2 (con amplitud ~0.25). Este es el fenébmeno de la RESONANCIA.

Veamos que sucede si eliminamos el amortiguamiento:
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In[116]:= Clear[x]
penduloforcrit =
NDSolve[ {ecpendamfor ==0 /. {8->0, w0 ->1, w->1, a->1},

x[0] ==Pi/4, x'[0] == 0}, x, {t, O, 40Pi}, MaxSteps -> 3000]

xtpendforcrit = Plot[x[t] /. penduloforcrit, {t, 0, 40 Pi},
AxesLabel -> {"t", "x[t]"}, PlotStyle -> {RGBColor[0, 0, 1]1}]

fasependforcrit = ParametricPlot][
Evaluate[{x[t], x'[t]} /. penduloforcrit[[1]]].,
{t, 0, 40Pi}, PlotStyle -> {RGBColor[0, 0, 1]}]

ou117}= {{x - InterpolatingFunction|[{{0., 125.664}}, <>]}}

x[

t]
60
40
20
JA 20\ t

20 40 60 80100120

outj118]= = Graphics -

1
-2
-3

outj119]= = Graphics -
La solucion presenta un aspecto "cadtico"...
Ejercicio
Represente la trayectoriay el diagrama de fases de un péndulo con frecuencia natural wo=1, sometido a una

fuerza externa del tipo f(t)=0.5 sen(3t) y a un amortiguamiento de 5=0.2, que parte del reposo en la posicion
vertical (x[0]=0).



Sistemas de EDOs. Oscilaciones acopladas. Estabilidad

m Oscilaciones acopladas. Modos normales de vibracién

k1 k2 k3

trl 2

=] o

Consideremos €l sistema de dos bloques de masas m, y m, sujetos amuelles de constantes elésticas k; y ko,
como se muestra en lafigura anterior. La ecuacién difeencial que gobiernael movimiento de ambos bloques
cuando ambos se desplazan cantidades x; Yy X, respecto de su posicién de equilibrio es:

my X = —(Ko + K1) X + Ko X0

Mp Xo = Ko X — (Ko + k3) %o

{

Pongamos un nombre a dichas ecuaciones:

Infi= ecl =mlx1''[t] + (k2 +k1l) x1[t] -k2=x2[t];
ec2=m2x2""'[t] -k2x1[t] + (k2 +k3) x2[t];

Podemos resolver de forma exacta dichas ecuaciones diferenciales con condiciones iniciaes:

posicioninicid: x1(0) = x1(?, x2(0) = x,©

velocidad inicial: %1(0) = V]_(O), Xo(0) = VZ(O)

Tomemos, por gemplo,my =mp =1y k; =k, = ks = 1.
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InEl= ml=1;m2=1; kl=1; k2=1; k3 =1;
osciacop = DSolve[{ecl == 0, ec2 == 0, x1[0] == x10,
x2[0] ==x20, x1'[0] ==v1, x2'[0] ==v2}, {x1, x2}, t]

out[4]= Hxl -

(ﬁ(efl#lflﬁ#l (1 [3 ei#ly] 4+ 3 1 et V3 #l gy _ 3§ @28 #1413 #1 1 _ 5 /3
eIV g1 g3 ety 3 i el Py o3 g @2 I g
13 ej#l*zﬂﬁ#lvz+3@1#1x10+3@1\/?#1x10+
3 e2IHL VI HL 310 4 3 e #1F21V3 #1103 el#l x00 ¢

3 el V3 Hl 400 1 3 @2 i H#LHE VI Hl 40 | 3 @i #1421 /3 #1 x20) &)

X2 - (% e i#I-i/3 # (7iﬁeﬂ#lvl+3 1eiV3Hlg] J 34 g2i#leiV3 Ml
13 ej#l*zjﬁ#lvlJri 3 eﬂ#lv2+31i<e]i\/37#lv2f
3]-]_@21‘1#1“‘1\/?#1\;_271 3 ej#l+2j\/?#lv273ej#lx10+
3el V3 x10+3e2 VBl 1103 e #1203 L 300 4 31 # %20 +
3elV3#l 300 4 3 @21 #1HIV3 #l 300 4 3 i #1+214/3 #1 x20> &)}}

Las frecuencias naturales (al cuadrado y cambiadas de signo) de oscilacion y los modos normales de vibracién
son los valores propios y vectores propios, respectivamente, de lamatriz de coeficientes
(—(k2+k1)/m1 ko /1y )

ka /My (k2 + k3)/ My

in[sj= mcoef = {{-(k2+kl) /ml, k2 /ml1}, {k2/m2, - (k2 +k3) /m2}}
{wlc, w2c} = Eigenvalues[mcoef]
paso = Transpose[Eigenvectors[mcoef]]

Out[5]= {{_21 l}l {11 _2}}
ouel= {-3, -1}

Out[7]= {{_11 l}l {11 1}}

de manera que las frecuencias propias naturales de oscilacion son: w; = v 3, w, = 1y los modos normales

. . X1 Y1 Y1 (X . i
V1, Y2 Se obtienen a partir de =P = =P , donde P eslamatriz de paso. o sea:
X2 Y2 Y2 Xo

mgl= {yl[t], y2[t]} = Inverse[paso].{x1[t], x2[t]}

x1[t] . x2[t] x1[t] . x2[t]
2 2 ! 2 2 }

out[gl= { -

Este cambio de funcion incognita nos desacopla el sistema de ecuaciones quedando simplemente:

Y, = —wy? Y1
Y, = —wp? Y2

Para"estimular" el modo 1 debemos hacer y, = 0, lo cual se consigue tomando como condicionesiniciales,
por jemplo:

posiciéninicia: x1(0) = —x(0)=a=1

velocidad inicial: %1(0) =0, x2(0)=0
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Introduzcamos estas condiciones iniciales

Infg]= x10=1; x20=-1; vl =0; v2=0;

y representemos este modo de vibracion:;

In[10]:=
<< Graphics “Legend”
Plot[{Evaluate[x1[t] /. osciacop], Evaluate[x2[t] /. osciacop]},
{t, 0, 5}, PlotStyle -> {GrayLevel[0.], Dashing[{0.02, 0.02}]},
PlotLegend -> {"x1[t]", "x2[t]"}]
1 PN
// \\ /
0.5 ) \ /
II \\ II
' 2 /\3 4 ,’\5
\ /
\ /
Ouf11]= = Graphics -

Asi hemos estimulado el modo ANTISIMETRICO y; (los bloques se separan y se juntan de forma periédica)
que tiene una frecuenciaw; = V'3 mayor que ladel modo v, (y, por lo tanto mayor energia ¢por qué?).

Para estimular el modo y, debemos hacer y; = 0=

posicidninicial: x,(0) =x(0) = 1

velocidad inicial: %1(0) =0, x2(0)=0

Introduciendo estas condicionesiniciales

Inf12l= x10=1; x20=1; v1=0; v2 =0;

Yy representemos este modo de vibracion:
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In[13]:=
<< Graphics Legend”
Plot[{Evaluate[x1l[t] /. osciacop], Evaluate[x2[t] /. osciacop]},
{t, 0, 5}, PlotStyle -> {GrayLevel[0.], Dashing[{0.02, 0.02}]},
PlotLegend -> {"x1[t]", "x2[t]"}]
1
0.5
1 2 3 4 5
Out[14]= = Graphics -

vemos que ambos blogues se mueven a unisono (modo SIMETRICO), resultando un movimiento de menor
frecuenciay, por lo tanto, de menor energia.
Ejercicio

Resuelva el problema anterior parak; = ks = 1, ko = 2y my = 2m, = 1. Identifique las frecuencias propiasy
los modos normales de vibracion. Elija condiciones iniciales adecuadas para estimular el modo 1y represén-
telo graficamente. Hagalo mismo para el modo 2.

Ejercicio

Considere un blogue de 7 pisos en € que las oscilaciones transversales del terreno inducen un movimiento
horizontal en cada uno de los pisos, de formaque €l piso nimero i estd acoplado al nUmeroi+1 y a i-1
mediante la ecuacion

m X = K(Xiy1 — %) — KX — Xi—1)

Cada piso pesam=16 toneladasy existe unafuerza horizontal restauradora interna entre cada piso con
constante elastica k=160 toneladas por decimetro. Calcular las 7 frecuencias natural es propias de oscilacion.
¢Entraria en resonancia e edificio con un temblor de tierra de frecuencia w~7 seg~1? ¢Qué modo entraen
resonancia con unafrecuenciaw~2 seg1?

m Estabilidad

Nos planteamos estudiar la estabilidad de un sistema de ecuaciones de primer orden como:

X=X+3y
y=-X

{

Lamatriz del sistemaes:

intsi= A = {{1, 3}, {-1, 0}};
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Y sutrazay su determinante son:

In[16:= Tr[A]
Det[A]

out[16]= 1

outj17}= 3

L uego tenemos una espiral o foco inestable. Definamos una familia de soluciones:

In[18]= Sol[t , x0 , y0 ] :=
{x[t], y[t]} /. DSolve[{x'[t] ==x[t] +3y[t], y'[t] == -x[¢t],

x[0] ==x0, y[0] ==y0}, {x[t], y[t]}, t]

Tomemos unos cuantos miembros de esta familia biparamétrica de soluciones en unatabla

inf19)= familia = Table[Sol[t, x0, y0], {x0, -2, 2, 2}, {y0, -2, 2, 2}]1;

y representémosla en un diagrama

In[20]:= curvas = ParametricPlot[Evaluate[Flatten[familia, 2]], {t, -3, 3}]

10

out20)= = Graphics -

V emos claramente que tenemos un punto espiral. Paraverificar que, efectivamente, esinestable, realizaremos

una representacion del campo de vel ocidades:

In[21]:= << Graphics~PlotField”

velocidades = PlotVectorField[{x+ 3y, -x}, {x, -10, 10}, {y, -7, 7}]:

¢ 7 v v or o > e e > e A a A A
d ¢ v v v v > = > = a A A a
d ¢« ¢ v v = > = = a2 A & A a
d 4 ¢ v v v > = = o A A A a a
A A 4 € v v » = = & & A a a a
L S U VP O Y N NP NN
A T S N R R . N VR NP NN
A T S N D N N R N
YWY Y ONY Oy ow o= 2T U U4
¥ Y N N N o~ = a4 TV
AR I e I S S A 2 A |
MR D I I D T N Y S
N W W - - - - - - - - » » Y d 4
T T . W = - = = a a4 A s o, o,
T ¥ ¥ W w - e e a4 a a4 4 s »

gue apunta claramente hacia afueradel punto espiral (inestable). Superpongamos ambos graficos:
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In23]:= Show[curvas, velocidades]

v

ddgrvmaaqy

-10
out23]= = Graphics -
Ejercicio
X=X
Dado €l sistema{ o —x+2y determine qué tipo de punto critico es (x,y)=(0,0) (nodo, vortice, espiral o

punto de silla) y digasi es estable, inestable o asintéticamente estable. Realize un gréfico con unafamiliade
solucionesy otro con el campo de velocidades y superpongal os (como en el gjercicio anterior).
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m Camposdevelocidadesy lineasde corriente

Dado &l campo de velocidades (digamos, de un fluido) en el espacio

VX Y, 2) = V(X Y, D1+ Vy(X Y, 2 ]+ Va(X, Y, 2k laslineas de corriente (digamos, las trayectorias de las

particulas del fluido) son tangentes a dicho campo en cada punto del espacio, y vienen dadas por €l sistemade
ecuaciones diferenciales:

Q.
x

at = Vx
dar _ dy _ _dx _ dy _ dz
a=V={F =V, =dt= Ve VY,
dz _
at = Vz

Por gjemplo, tomemos el campo de velocidades en el plano dado por V(x, y) = (-, X). Una representacion
gréficadel mismo

inf11:= << Graphics PlotField
remolino = PlotVector Field[{-y, X}, {x, =3, 3}, {y, =3, 3}, Axes - True]

AV A AR ) N
///"‘4‘\\\\\
';///’,4<w\\\\\\
¥¥”',,14.‘»\\\\\
J**",).\\lkk**
**VVV‘ IAA‘4**
_F* ;2‘ ‘_j( A ® g 414 424 f :’
\\\«\*51“""”;
\\\\\;>v(///4/
\\\\\\\‘>,,/////4
\\\\\‘—‘*,,/////‘

ouf2l= = Graphics -

nos muestraun "vortice o remolino". Se trata de un campo incompresible (de divergencia nula) pero NO
irrotacional (o NO "conservativa"); en efecto:

In[8:= << Calculus VectorAnalysis"™
Div[{-y, x, 0}, Cartesian[x, y, 2]]
Curl[{-y, x, 0}, Cartesian[x, y, z]]

Outf4= O

oufsl= {0, 0, 2}

Las lineas de corriente son las soluciones de:
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inel:= Clear[t, x0, yO]
lincor[t , x0 , y0 ] :=
{x[t], y[t]} /. DSolve[{x'[t] == -y[t], y'[t] ==x[t],
x[0] ==x0, y[0] ==y0}, {x[t], y[t]}, t]
Tomemaos unos cuantos miembros de esta familia bi paramétrica de soluciones en unatabla

in[gl:= familia = Table[lincor[t, x0, y0], {x0, -2, 2}, {y0, -2, 2}]:;

y representémosla en un diagrama

In[9l:= lineas = ParametricPlot[Evaluate[Flatten[familia, 2]], {t, -3, 3}]

x

outf9]= = Graphics -

Superponiendo el campo de velocidadesy las lineas de corriente tenemos:

In[10]:= Show[remolino, lineas]

out{10}= = Graphics -

Ejercicio

Dibujar el campo de velocidadesy las lineas de corriente del campo V (%, y) = (y?, X). ¢Esincompresible?, ¢ces
irrotacional ?.

Ejercicio

Dibujar el campo de velocidadesy las lineas de corriente del campo V(x, Y, 2) = (3%, —y, 2. ¢Esincom-
presible?, ¢esirrotacional ?.
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m Camposirrotacionales. superficies equipotenciales. Ecuaciones de L aplace y Poisson

Consideremos el caso en que el campo de vel ocidades seairrotacional

VxVy,2=0=V(x Yy, 2=VUX Y, 2

donde U eslafuncién potencial. El campo V es perpendicular alas superficies (curvas, en el plano) de nivel
U(x,y,2)=cte o "superficies equipotenciales'. Asi, las lineas de corriente son ortogonales a las superficies

(curvas, en € plano) equipotenciales. Por jemplo, consideremos el campo V(x, y) = (Y, X)
In[11]:= campo = PlotVectorField[{y, x}, {x, -3, 3}, {y, -3, 3}, Axes - True]

- P
\\\3+~. -

- -

”
Y
1
/
f
4

NN

~
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¥

N

X X % w <
N
N
N
A

AN N
AN N R

- AN
S e

outj1l}= = Graphics -

V eamos que se trata de un campo incompresible eirrotacional

In[12:= Div[{y, x, 0}, Cartesian[x, y, z]]
Curl[{y, x, 0}, Cartesian[x, y, z]]

Oout[12]= 0O
out13= {0, 0, 0}
El potencial U del que deriva el campo de velocidades es U(x,y)=xy. En efecto:
In[14:= Grad[xy, Cartesian[x, y, z]]

oufu4= {y, x, 0}

V eamos cémo obtenerlo en general. Definamos el campo de vel ocidades e integremos Vy en x

ns= VX, y_1:={y, X}
U= f v[t, yIT1I dt + f[y]
0

ou1i6l= xy + £[y]

Obtenemos U salvo unafuncién arbitraria f(y). Para evaluar lafuncién arbitraria hacemos:
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in171= Solveldy U == v[x, y1[2], f'[y1l;
dfy = Evaluate[f’[y] /. Flatten[%]] /.y = t

y
f dfy d't
0

out[18]= 0

out[19]= 0O
Obteniendo f(y)=0= U(x,y)=xy. Hagamos una representacion gréafica de las curvas equipotenciales
U(x,y)=xy=cte

In20]:= curvequip = ContourPlot[xy, {x, -3, 3}, {y, -3, 3},
ContourShading -> False, ContourStyle -> Dashing[{.02}]]

3,’// A 2 N T U
[
’

-3 TN S S T A e
-3 -2 -1 0 1 2 3

ou20)= = ContourGraphics -

y delaslineas de corriente:

In21]:= Clear[t, x0, yO0]
lincor[t , x0 , y0 ] :=
{x[t], y[t]} /. DSolve[{x'[t] ==y[t], y"'[t] ==x[t],
x[0] ==x0, y[0] ==y0}, {x[t], y[t]}, t];
familia = Table[lincor[t, x0, y0], {x0, -2, 2}, {y0, -2, 2}]:;
lineas = ParametricPlot[Evaluate[Flatten[familia, 2]], {t, -1, 1}]

Oout24]= = Graphics -

Superponiendo las lineas de corriente alas curvas equipotenciales
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In[25]:= Show[lineas, curvequip]

ou25]= = Graphics -

Vemos que se trata ef ectivamente de trayectorias ortogonal es.

Recuerde que un campo conservativo V = VU eincompresible V=V = 0 satisface la ecuacion de Laplace

VWU =AU= Y L 2V LAY

2 Y2 02

Y . ! . RN
Vav=() =A= a"—; + % + 5’722 es el operador Laplaciano. Si el campo no esincompresible VeV = f,

entonces la ecuacion que se satisface es la de Poisson

VeVU =AU = 2Y 4 2Y | 2 _ ¢

2 Y2 02

Por g emplo, veamos que el potencial anterior U(x,y)=xy verificalaecuacién de Laplace:
In26]:= Laplacian[xy, Cartesian[x, y, z]]

outj26]= 0

Ejercicio

Dado el campo de velocidades V(x, y) ={2xy, x> — ¥}, demostrar que esirrotacional y encontrar el potencial
U del que deriva. Representar el campo, las lineas de corriente y las curvas equipotenciales, y superponer
dichos gréaficos para cerciorarse de que 1) el campo es tangente alas lineas de corrientey 2) laslineas de
corriente son ortogonales a las curvas equipotenciales. ¢Qué ecuacién verificaa potencial, lade Laplaceo la
de Poisson?
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m Integralesdelinea

Recuerde que €l trabajo Wy_,» de unafuerzaF parallevar auna particula desde r;hastar, viene dado por la
integral:

_ T _ tz*_
W1_>2— TlF'dr— tlF vdt

dondev eslavelocidad s parametrizamos la curvar(t) por el tiempo. Esto quiere decir que sélo lacompo-
nente tangencial de lafuerza sobre latrayectoriarealizatrabajo. Por ejemplo, tomemosF(x, y) = X1+ Y]y
como trayectoriala semicircunferencia superior deradio 1.

inf1:= Clear[f, r]
fIx_ y_1:={x"2y}
rit_1:={Cod[t], Sin[t]}

Con esta parametrizacion, el vector tangente ala trayectoria (la"velocidad" en caso de un movimiento circula
uniforme de frecuencia 1) es

in[4]:= O r[t]
ouf4= {-Sin[t], Cos[t]}
Latrayectoriaes

In5):= semicirc = ParametricPlot[{Cog[t], Sin[t]}, {t, O, x}, AspectRatio -» Automatic];

y la componente tangencial de lafuerza sobre latrayectoria es proporciona a:

infel:= f[r[tI[2], r[t112]1.0; r[t]
oue]= Cos[t] Sin[t] - Cos[t]? Sin[t]

El trabajo se calcula como:
In[7):= I1=jwf[r[t][[1]},r[t][[Z]}].atr[t]clt
0

out[7]= -

win Wl
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Supongamaos ahora que la trayectoria esta compuesta por varios trozos. Por g emplo, cerremos el semicirculo
anterior con €l intervalo [-1,1] en €l /e X (en color rojo)

in@l:= r2ft_1:={t, 0}
lineainferior = ParametricPlot[{t, O}, {t, -1, 1},
PlotStyle » {RGBColor[1, 0, 0]}, DisplayFunction —> ldentity];

inf10}:=  Show[semicirc, lineainferior, DisplayFunction —> $DisplayFunction];

Paracalcular lacirculacion de F alo largo de latrayectoria cerrada "semicirculo+[-1,1]" (en sentido antiho-
rario) tenemos que afiadir laintegral

1
In[11]:= |2=ff[r2[t][[1]},r2[t][[2]]].3tr2[t]cﬂt
-1
11]= 2
ouil= =

de manera quelacirculacion (o el trabajo alo largo de latrayectoria cerrada) es :
In[12):= Il + I2

out[12]= 0

El procedimiento es el mismo para un campo y una curva en tres dimensiones como, por € emplo:

inf13:= Clear][f, r]
fix,y,z]1:={1, -y, xyz}
rit_1:={t, —t3, t}

El trabajo desde t=0 hastat=1es
1
In[16]:= j(;f[r[t][[l]}, rie1r2y, rielr3n.-o;rltl dt

out[16]= 3
" 10

Ejercicio

Calcular € trabajo de un muelle F = —kt alo largo de unahélicer(t) = (cost, sent, t) entret=0 y t=2.
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m Flujosatravésde curvasplanas

Recuerde que e flujo ("caudal") ®c(V) de un campo vectorial V' ("velocidad de un fluido") bidimansional a
través de unacurvaplanaC entrer, y 1, viene dado por:

Oc(V)=[['F=dS= [*FandsS

donde f es un vector unitario normal alacurvay dS esun arco de curvainfinitesimal. Si la curvaviene dada
en formaimplicita como g(x,y)=0, entonces h = % es un vector unitario normal y

dS=\/(d X) + (d y)2 = \/1 + (y')2 d x es€l elemento de arco. Si lacurva viene dada en forma paramétrica
T = 1(t), entonces un vector tangente unitario es ¥ = % / I % [| y un vector normal unitario es

A=3L /|| 4|, mientras que dS=v (d >+ (d y)* = 7dt esel elemento dearco, donde 7 = || 47 |I. Una
forma més operativa de encontrar el vector normal es, teniendo en cuantaque ™ = (X, yY)=—Ti = (-, X).

Por gjemplo, calculemos el flujo de w(x, y) = (%, y) através de lacircunferenciaderadio 3, x>+ y? = 9:

in71:= Clear[v, f, r, flujo, n]
VIX Y,z ]:={,Y,0}
Oix,y .,z ]1:=x2+y*=9

Un vector unitario normal alacircunferenciaes:

In20:= << Calculus'VectorAnalysis'
n = Grad[g[x, v, z], Cartesian[x, Y, z]];

nu = n/\/ n.n;
Simplify[%]
out[23]= { X Y O}

S ryr | ey
La componente normal del campo de velocidades es

In241:= vn = V[X, Y, z].nu;
Simplify[%]

outizsl= V/x2 + y?
Si parametrizamos la curvaen funcién del angulo 6 como:
inel:= r[0_]:={3Codd], 3Sin[#]}
La componente normal anterior es simplemente:

7= vn@ =vn /. {x » 3Cogt], y =» 3Sin[t]};
Simplify[%]

out[28]= 3
Luego € flujo através de lacircunferenciaes:

27
In[29]:= qujo:f vno vV ;r[t].8cr[t] dt
0

outj291= 18 77
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m Areasdesuperficies eintegrales de superficie.

Areas de superficies

Dada una superficie en formaimplicita F(x,y,2)=0, el areade dicha superficie viene dada por A= f f d Sdonde
d S esun elemento de &rea. Sead S = fid Sun vector perpendicular ala superficie de modulo d S, donde f es
un vector unitario normal ala superficie, por giemplo:

VE _ &Fi+d,Fj+d,FK
IVFIL @ P24y FY24@, FY

. Proyectando sobre € plano X-Y obtenemos

S _ dxdy _ V@F 0y FP0, FP
dS+k=nkdS=dxdy=ds= L = il

dxdy

de modo que el &reaviene dada por laintegral doble

2 2 2
A= [[d S:ff JoF) +<gZyFF> 0P gy

El caso de superficies dadas de formaexplicita z=S(x,y) esun caso particular sin mas que tomar F(x,y,2)=z
S(x,y). Eneste caso laférmulase simplificaalgo mas:

A:fde:ff\/@XS)er(ﬁyS)z+lcﬂxdy

Por ejemplo, € édreade unaesferaderadior es A= 47 r2. Veamos como obtener este resultado para una
esfera deradio 1. Calculemos un vector unitario normal ala esfera en cada punto:

inEoi= Clear[F, X, y, z, n, nul;
FIX Y ,Z]1:=x"2+y*"2+2"2-1
n = Grad[F[x, y, z], Cartesan[x, y, z];
nu = n/m;
Simplify[%]

out[34]= { X Y z

Vx2 +y2 + 22 ' Vx2 +y2 + 22 ' Vx2 +y2 + 22

El &readel casquete superior se calcula como:

In[35]:= z=V1—x"2—y"2;

1 1-x2 1
[ ———
-1J-v1-x2 nu.{0, 0, 1}

Out[36]= 2 7T
X = X(u, V)
En el caso en que la superficie venga parametrizadat = r(u, v)— { y = y(u, V), el vector normal h se puede
z= 27U, V)

calcular como:
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Ccomo:

A= AT X T
T l0uTxa, Tl

y € érea se puede calcular como

A= [[lldyt xd,t|ldudv

Por ejemplo, parael caso delaesferaderadio 1, el jacobiano || d, T xd, 7|, € vector normal 'y el &rea A
son:

n[371= R[¢_, 6_] := {Sin[©] Cos[¢], Sin[6] Sin[¢], Cos[6]}
Rp =98, R[p, ©]; R& =95 R[p, 6];

jaco:‘VCross[Rw, RO] .Cross[Re, RO] ; Simplify[jaco]
n = Cross[Re, RO] / jaco; Simplify[n]

JT 27
j [I jaco dl(p) de
0 0

General::spelll : Possible spelling error: new
symbol name "R&" is similar to existing symbol "Rg".

outel= ~/Sin[&]?

ouf40}= {-Cos[¢] \/Sin[e]z, 7\/Sin[9]2 Sin[e¢], -Cot[©] +/Sin[e]? }

outjdll= 4 77

Nétese que el vector normal unitario h apunta aqui hacia adentro de la esfera, mientras que €l convenio de
orientacion dice que debemos tomarlo apuntando hacia afuera.

Ejercicio

Hallar el areadel paraboloide:
z=1-x2-Vy? 2z=0
y del cono:

x=X(r.¢)=r cos(g), y=y(r.¢)=r sen(y), z=r¢)=2r.
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Flujosatravés de superficies

El flujo ("caudal") de un campo vectorial V ("un campo de velocidades de un fluido") através de una superfi-
cie Z viene dado por laintegral doble

(V)= [[V=ndS

Por gjemplo, consideremos el campo V = (X2, y?, 7) y como superficie una esfera de radio 1. En coordenadas
esféricas tenemos que e campo V es;

in@21= Clear[V, X, Y, zI;
{x, ¥, z} = {Sin[0] Cosl¢], Sin[d] Sin[¢], Cos[A]};
VIX,y_, z1:={2y,z% VIx Y, z]
outia4l= {Cos[¢]? Ssin[€]?, Sin[@] Sin[w], Cos[0]?}
y @ flujo (haciaafuera) de V através de laesfera de radio 1 viene dado por:

In[45]:= jaco = Sin[@];

7T 27
J [J VI[x, ¥y, 2].(-n) jacode| de
0

0
4 7t
Out[46]= -

Verifiquemos que se cumple es Teorema de Gauss para una superficie cerrada > como esla
esfera

(V)= [[[V=ndS= [[[V-Vdxdydz

donde ) es el volumen que encierrala superficie cerrada £. En efecto, utilizemos coordenadas esféricas,
recordando que el elemento de voluman esd xd y d z = r? send drdgdb:

In471= Clear[x, y, z]:;
diverg = Div[V[x, y, 2], Cartesian[x, y, z]];
{x, vy, 2} = {rSin[6] Cos[¢], rSin[8] Sin[p], r Cos[O]}:

T 27 1
j [I (j diverg*r*2 xSin[6] dlr) d](p] de
o \Jo 0

out[50] 47
u = —
3

Obtenemos pues el mismo resultado, indicando ésto que se cumplen las hipétesis del Teorema de Gauss.

Ejercicio

Encontrar e flujo del campo vectorial V(x, y, 2) = xi + y ] + zk através de |la superficie de un paraboloide
z=1-x?-y?, z=0. Encuentre también el flujo através del circulo x? + y? < 1. Verifique & Teoremade
Gauss para la superficie cerrada compuesta por el paraboloidey €l circulo.
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m Cuerda vibrante

L a ecuacion que gobierna las oscil aciones verticales de pequefia amplitud de una cuerda vibrante de longitud
L, densidad p y tension 7, sujeta por ambos extremos es:

i YD =2 ‘72,,y$’t) con condicionesiniciales y(x, 0) = yo(x), ¥(X, 0) = y,(X) y de contorno

¥(0, )=y, )=y(0, ) = ¥(L, )=0

dondev = 4/ £ eslavelocidad de fase.

Tomemos por gemplo v=1, L=2~ y las condiciones iniciales y(x,0)=x sen(x/2), y(x, 0) = 0 (velocidad inicial
nula). La solucion numérica de la ecuacion de ondas entre t=0 y t=13 segundos viene dada por:
In[1:= cuerda = NDSolve[{D[y[x, t], t, t] ==D[y[x, t], x, x],
y[x, 0] ==xSin[x /2], Derivative[O0, 1] [y][x, 0] == 0,
y[0, t] =0, y[2x, t] == 0, Derivative[0, 1] [y] [0, t] == O,
Derivative[0, 1][y][2x, t] =0}, v, {x, 0, 2x}, {t, 0, 13}]

oufil= {{y » InterpolatingFunction[{{0., 6.28319}, {0., 13.}}, <>]}}

Tomando "instanténeas" cada segundo tenemosla"pelicula’:

In2l:= Table[ Plot[Evaluate[y[x, t]] /. cuerda,
{x, 0, 2w}, PlotRange -> {-4, 4}], {t, 0, 13, 1}]:

PN W

4 1 2 3 4 5 6

-3
-4
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3

-1
-2
-3
-4
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4 1 2 3 4 5 6
-2
-3
-4

También podemaos representar la evolucion de la cuerda como un grafico tridimensional {x,t,y}
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In[3l= Plot3D[Evaluate[y[x, t] /. First[cuerda]],
{x, 0, 27x}, {t, 0, 13}, PlotPoints - 30]

ouf3]= = SurfaceGraphics -

0 como un gréafico de curvas de nivel:

In[4:= ContourPlot[Evaluate[y[x, t] /. First[cuerda]],
{x, 0, 2Pi}, {t, 0, 13}, PlotPoints - 30,
Contours -» 30, ContourLines -» False, ColorFunction -> Hue]

12+

10+

0 1 2 3 4 5 6
out[d]= - ContourGraphics -

donde las zonas mas rojas se corresponden con puntos de mayor amplitud y las azules con puntos de menor
amplitud.
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Ejercicio
Repitalos pasos anteriores para una cuerda de longitud L=2, con perfil inicia y(x, 0) = e *sen(nx/2) y
velocidad inicial nula.

m Difusion del calor en un vastago

La ecuacion que gobierna la distribucion en el tiempo de latemperatura T(x,t) de un véstago de longitud L,
conductividad térmica, capacidad calorificaC y densidad p es:

2 .. ..
OToD = g2 £15D con condicionesiniciaes: T(x, 0) = To(X), y de contorno:

1) T(O, t) = Ty(t), T(L, t) = To(t) para extremos en contacto con termostatos atemperaturas Ty y T, ¥

2) dx T(0, t) = 8y T(L, t) = 0 para extremos aislados.

K
Cp °

Tomemos por gemplo a=1, L=10 y las condicionesiniciales T(x,0)=-x(x-10) , T; = T, = 0. La solucion
numeérica de la ecuacion de difusion entre t=0y t=21 segundos viene dada por:
In5l:= temp = NDSolve[{D[T[x, t], t] ==D[T[x, t], x, x], T[x, 0] == -x (x-10),
T[O, t] =0, T[10, t] == 0}, T, {x, 0, 10}, {t, 0, 21}]

oufsl= {{T » InterpolatingFunction[{{0., 10.}, {0., 21.}}, <>]}}

Paraver como variala distribucion de temperaturas en el tiempo podemos representar varias en unatabla
inel:= Table[ Plot[Evaluate[T[x, t]] /. temp,
{x, 0, 10}, PlotRange -> {0, 30}], {t, 0, 21, 2}];
30
25
20
15
10
5

30
25
20
15
10
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30
25
20
15
10

30
25
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15
10

30
25
20
15
10

2 4 6 8 10

0 bien en un gréfico bidimensional

In[7:= Plot3D[Evaluate[T[x, t] /. First[temp]],
{x, 0, 10}, {t, 0, 21}, PlotPoints » 30]

77—
L2 77T 7~
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EZ AR 77~
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)
N NN
oy
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———
&ss

)
0

ou7]= = SurfaceGraphics -

0 mediante curvas de nivel
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In[gl= ContourPlot[Evaluate[T[x, t] /. First[temp]],
{x, 0, 10}, {t, 0, 21}, PlotPoints - 30,
Contours -» 30, ContourLines » False, ColorFunction -> Hue]

20+

15+

10+

0 2 4 6 8 10
ougl= - ContourGraphics -

donde las zonas rojas (extremos del vastago) indican bajatemperaturay las azulesy violetas (centro del
véastago) indican altatemperatura. De cualquiera de las tres formas vemos que la temperatura tiende paul atina
mente a cero en todos |os puntos del vastago.

Ejercicio

Repita el gjercicio anterior para un vastago de longitud L=20, en contacto con dos termostatos a temperaturas
T, =0, T, =8y condiciéninicial T(x, 0) = x3/1000
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